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Abstract

A stochastic cellular automaton algorithm is developed that simulates the growth process of nuclei during
crystallization. The algorithm is implemented in 2D in a digital image matrix, using discrete pixels to represent
continuum objects. By employing a Monte-Carlo technique the stochastic model is compared with the classical
Johnson-Mehl-Avrami-Kologorov kinetic law. It has been shown that the outlined cellural automaton-type Kinetic
model can reproduce real transformation processes, and it can be advocated previously for enormously complicted
problems where the microscopic growth mechnisms are unknown.

Bevezetés

Fazisok képzOdésének, novekedésének és atalakulasanak modellezésére szdmos matematikai és fizikai-
metallurgiai modellt dolgoztak ki az elmdlt évtizedek folyaman. Ujabban, a digitalis szamitastechnika
térhoditasa kovetkeztében mindinkabb el6térbe keriilt az un. atalakulasi diszkrét modellek tanulmanyozasa,
kiilonosképpen pedig ezek determinisztikus és sztochasztikus valtozatainak kutatasa. A kovetkezokben egy
olyan 2-dimenzids részecske novekedési modellt ismertetiink, amely bar alapvetfen geometriai-
valosziniiségelméleti megfontolasokon alapul, mindazonaltal - esetleges modositasokkal - Kkiindulasi
alapnak tekinthetd fazisok ndvekedési kinetikdjanak szimulacios elemzésére. Szimulacios vizsgalatokra
tdmaszkodva demonstralni fogjuk, hogy a javasolt (j tipausd 2-dimenzids, diszkrét-sztochasztikus
novekedési modell olyan eredményeket szolgaltat, amelyek dsszhangban vannak a tradiciondlis Johnson-
Mehl-Avrami-Kolmogorov -féle csiraképzddési és névekedési modellel (JMAK modellel).

A Novekedési Modell Jellemzé Sajatossagai

Tekintettel arra, hogy a modell 2-dimenzids és diszkrét tipasu, ezért egy négyzetes alaka NxN méretii X©
képmatrixszal reprezentalhaté a t,=0 kiindul6 allapotot. A kiindulé allapotban e matrix elemei x°(i,j), ahol
1<i j<N teljestil. Az x(i,j) matrixelemek, amelyeket képelemeknek nevezziink, kétfélék lehetnek, attol
fliggben, hogy az o vagy a [ fazishoz tartoznak. Feltételezés szerint az o fazist és a B fazist egységnyi
teriiletd “a” valamint “b” képelemek alkotjak. Az utobbiakat tekintjiilk a névekedésre képes [ fazis
alkotéelemeinek. A “b” elemek alkotta fazis névekedését oly modon képzeljik el, hogy feltételezziik, hogy
a képmatrix “a” elemei - amelyeknek kdzvetlen 8-szomszédos kérnyezetében mar talalhat6 0,1,2,...vagy 8
szamu “b” elem - adott koriilmények kozott, meghatarozott valoszintiséggel képesek “b” elemmé atalakulni.
A teljes novekedési folyamat szimulacidja szamitési ciklusok sorozataként megy végbe. Egy szamitési
ciklus (szokasos széhasznalattal Monte-Carlo step, MCS ciklus) alatt a képmatrix teljes “leszkenelését” és
transzforméciojat értjik. A k-adik ciklus eredményeként azon X® képmétrix adédik eredményiil, amely a
ndvesztési folyamat k-adik generaciojat demonstralja. Definicié szerint a kiindulasi X© képmatrix a k=0
generacidt képviseli.
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A novekedési modell sajatossadga, hogy minden egyes MSC ciklust kovetGen ndvekszik a “b” elemek
alkotta B fazis Osszteriilete az o fazis rovasara. A novesztési algoritmus segitségével minden egyes X(i,j)
képelemekhez egyértelemiien hozzarendelhet6 egy %(8,S) jelti, un. 8-elemii, kvadratikus topoldgiai
kérnyezet. Ez utdbbi egy 3x3 -méretli, un. ablakmatrixszal (maszkkal) definalt. A képmatrix (i,j)-edik
racspontjahoz tartozé 3x3 méretli részmatrixat az 1.a abra mutatja, mig az 1.b abra a megfelel6 y(8,S) jeli
kdérnyezetet demonstralja. Ez utobbi centrumat Z. jel6li, mig Zy, Z,, ....Zg rendre a kérnyezet racspontjainak
pozicidjat jeloli. EbbSl adodéan a v(8,S) kornyezetben @Osszesen 8 racsponti pozicid szerinti
elrendez8désben talalhatok “a” illetve “b” képelemek, és ezek maximalisan 2° = 256 szamd
konfiguracidban helyezkedhetnek el. (A Zc centrum definicio szerint nem tartozik a kérnyezet racspontjai

kozé.)

x(i-1, j-1) X(i-1, j) x(i-1, j+1) Z1 Z Z3

x(, j-1) () x(i, j+1) Zy | Zc | Zs

x(i+1, j-1) x(i+1, j) x(i+1, j+1) Zs Z7 Zs
l.a abra 1.b abra

A novesztési szabaly (algoritmus) matematikai megfogalmazasaban alapvetd jelentdséglick a Pc
konfiguracids és a Py, mobilitasi valosziniliségi fiiggvények. Szarmaztatasuk a kovetkez6 modon torténik.

1. Tételezziik fel, hogy a képmatrix ciklusonkénti leszkenelése soran valamennyi x(i,j) képelem megfeleld
%(8,S) kérnyezetében ismert a (k-1)- edik MCS ciklusban létrejott “b” elemek aktudlis szdma és pozicioja.
Jel6lje na és np a %(8,S) kdrnyezetben a centrummal 4-6sszefligg6 illetve a centrummal diagonalisan
Osszefiiggd “b” elemek szamat. Nyilvan ezek 6sszegére 0 < na + mp< 8 teljestl. A Pc un. konfiguracids
valosziniiséget - amely a kertlet lokalis gorbiiletét hivatott figyelembe venni a ndvekedeési folyamatban -, az
Nna és np elemek fliggveényeként szamitjuk az alabbi képlet szerint:

Pc=nv/(1 +nv) (1)
ahol

nv =Ci(ma +C2Mp) (2)

az “a” képelemek virtudlis szama a y(8,S) kdérnyezetre vonatkozoan. A négyszomszédos és a diagonalis
kérnyezeti képelemek szdmabol és lehetséges pozicidjabol adodik, hogy a konfiguracios valdszintiségi
fliggvény értékkészlete egy 25 elemii véges halmazzal reprezentalhatd. A C; és C, nemnegativ konstansok,
amelyre a 0 < C; ,C,< 1 korlatfeltételek teljestilnek. Itt jegyezziik meg, hogy a szimulaciés modellben C,=1
és C,=0,556 konstans valasztassal éltink, ugyanis tapasztalataink szerint az izotrop és korszimmetrikus
csirandvekedés kovetelménye ekkor érvényesil a leghatékonyabban.

2. A mobilitasi Py valdsziniiség, amely a hémérséklet hatasat hivatott figyelembe venni a [ fazis
novekedési sebességére nézve, az alabbi formulaval szamithatd:

Pw = exp[-E/(RAT)] 3)
ahol E folyamat latszolagos aktivalasi energidja (E=100 J/mol), R = 8.314 J/(molK), AT az egyensulyi
homérseklettdl mért eltérés mértéke, Kelvin-ben. Megjegyezzilk, hogy a (3) formulanak konkrét fizikai ill.

kinetikai tartalom nem tulajdonithatd, valasztadsat kizarélag a geometriai modellezés szempontjai
indokoltak.
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3. A konfiguracidés és a mobilitasi valdszinliségekbdl kiindulva a [ fazis ndvesztési algoritmusa az
alabbiakban fogalmazhaté meg: A k-adik szkenelési ciklusban az x(i,j) képelem helyére Py valoszintiséggel
“b” keépelem kerll, ha ugyanitt a (k-1)-edik ciklusban elézéleg “a” elem volt. Az (1 és 3) formulak
felhasznalasaval a Py novekedési valosziniiséget a

0 ha n, =0
g p—l E
Pg = PcPu exp In( Ty ]— ha n, >0 “)
ny +1 RAT

szorzat tipasu képlettel definialtuk.

A sztochasztikus névekedési modellre alapozott szimulaciés vizsgalatok

A sztochasztikus modellre alapozott szimulacios kisérletek alapvetden a kovetkezé problémak

tanulméanyozasara iranyultak:

I. Az izotrop és korszeril egyedi részecskendvekedés feltételeinek tisztazasa.

Il. Az ndvekedési folyamat kinetikajanak elemzése: nevezetesen a B fazis novekvd y terlilethdnyadadanak
vizsgélata az MCS ciklusszdm fliggvényében, kilonds tekintettel a kindulasi N, csiraszdm és a AT
hémérséklet paraméter fiiggvényében.

iii. A sztochasztikus modellel valamint a 2-dimenziés JMAK kinetikai modellel kapott predikci6
eredményeinek 6sszehasonlitasa, a csirandvekedés lineéris sebességének becslése alapjan.

Kovetkeztetések

A vizsgalatok céljara C++ nyelven irt szamitogépes programot fejlesztettiink ki, amely maximalisan
400x400 méretii képmatrix felhasznalasaval valos idejii szimulacios Kisérletek elvégzésére kinal sokoldalu
lehetdséget. Az un. “befagyasztott csirak” kiindulasi Ny szd&ma, mint input adat 1 és 10000 kozott tetszés
szerint valaszthatd. A vizsgélatok részben egyetlen csira ndvekedésének analizisére (No = 1 eset)
irdnyultak, részben pedig Poisson valosziniiségi mez6 generalasaval (No = 1 - 10000) torténtek.

A kisérletekbdl levont legfontosabb kovetkeztetések az alabbiakban dsszegezhetok:

1. Alaktényz6k felhasznalaval igazoltuk, hogy a C;=1 és C,=0,556 konstansok valasztasa esetében az
egyedi részecskék szimulalt ndvekedésekor izotrop €s korszerii alakzatok jonnek létre.

2. A novekedési kinetikdk Osszehasonlitasanak megkodnnyitésére, az MCS ciklusszdm és az y kumulativ
tertilethdnyad felhasznéaldsaval Gj, logaritmikus transzformécioval nyert X=Ig(MCS) és Y=Ig(-In(1-y))
véltozokat definidltunk. Ezen transzformalt valtozok koordinatarendszerében abrézolva a sz&dmitasok
eredményeit, amelyek egy Y=A+nX egyenessel kozelitheték, osszehasonlitottuk a 2-dimenziés IMAK féle
klasszikus modellt a sztochasztikus modellel (2-3.abrék). Azt tapasztaltuk, hogy a JIMAK modell esetében a
diszkrét szimulécidval kapott n Avrami exponens az 1.5-1.9 intervallumba esik, ez némileg kisebb mint az
elmélet szerint varhatd na=2 érték. Masrészt ugyanezen koordinata rendszerben elemezve a sztochasztikus
modell alapjan generélt adatokat, a becslt novekedési exponensre ns=1.8 - 2.1 kozotti értékek adodtak,
(tobbféle, eltéré Ny kiindulasi csiraszdmmal valamint AT homérsékleti paraméterrel végezve a szimulaciot).
3. Béar mobilitasi Py valosziniiség értelmezése fizikailag nem megalapozott, ennek ellenére azt tapasztaltuk,
hogy a sztochasztikus modell a AT homérséklet-kiilonbség hatasat a ndvekedés kinetikéjat tekintve
“lényegében azonos médon” veszi figyelembe mint a klasszikus IMAK elmélet, azaz AT nagysaga szinte
kiz&rélag a csirandvekedés sebességét befolyasolja, vagyis az Y=A+nX egyenletben az A konstans
nagysagat. Kovetkezesképpen a AT hémérséklet paraméternek, amelyet 4 és 400 K kozott valtoztattunk,
ugy tlinik, nincs szamottevé hatasa az ns exponens értékére. Ez utobbi, mint mar emlitettik, az 1.8 - 2.1
intervalumba esik.
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Conparing function Y for 3 entries Y = 1gl-InC1—y)1, X = lg(t)
+— 1, Rand. N= 200 C(Cl= 1.080 CZ2= B.556 T= 4.0 A= -4.555 n= 1.940
o— 2. Rand. M= 200 Cl=- 1.080 C2=- B.556 T- 18.0 A= -3.295 n= 2.0875
m— 3, Rand. N= 200 C(Cl= 1.000 C2= 0.556 T= 400.0 A= -2.450 n= 1.976
2y
1
0]
-1
-2
-3
-4
. X
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2.4bra Szimulacios vizsgalatok X-Y koordinata rendszerben feltlintetett eredményei sztochasztikus
modell esetében. A valtozatott paraméter a AT.

Comparing function ¥ for 3 entries ¥ = lgl-1n(1-y)1, X = 1g(t)
+— 1. Circ. N= 20 A= -3.186 n= 1.864
o— 2. Circ. N= 200 A= -1.884 n=- 1.548
m— 3. Circ. N= 2000 A= -1.054 n= 1.726
2y
1
0
-1
-2
-3
-4
c X
.o 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

3.4bra Szimul&cids vizsgalatok X-Y koordinata rendszerben feltlintetett eredmeényei két dimenziés IMAK
modell esetén. A valtozatott paraméter az N.
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