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A possible generalization of the Aboav-law
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Abstract

The so-called Aboav-law is generally used for the topological characterization of space-filling cellular
structures. In the present work, two possible models for the generalization of the Aboav-law are
described. The practical applicability of the models suggested have been tested on 2-D artificially

constructed cellular mosaics. This approach may as well be applied to 3D cellular structures.

A két és harom dimenzids sejtrendszerek topoldgiai tulajdonsiagainak kvantitativ jellemzésére
széles korben alkalmazzak az uUn. Aboav-formuldt, amely Osszefiiggést allapit meg a sejtek
oldalélszama (n) valamint az n-oldalu sejt szomszédainak m(n) atlagos oldalélszdma kozott. Jelen
dolgozatban a kétdimenzids sejtrendszerekre vonatkozdéan megmutatjuk, hogy az Aboav-formula
messzemen@en daltalanosithatd, ¢és ennck eredményeként szamitdsi pontossaga jelent&sen
megnovelhet§. Az altaldnositds lehetdségeit és modszerét eldszor elvileg elemezziik, majd a

gyakorlati alkalmazasban rejlé elényoket példdkon is demonstraljuk.

1. Kétdimenzios sejtrendszerekre vonatkozo6 topoldgiai alaposszefiiggések

A vizsgalat targyat képezd sejtrendszerek ko6zos tulajdonsdga, hogy sokszogekbdl
(poligonokbdl) ¢épiilnek fel. E sejtrendszerek végtelen Kiterjedéstiek, és az egymadshoz
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Osszefiiggés.

Egy sejtrendszert ,,reguldrisnak nevezink, ha minden csucspontban mindig hdrom ¢él talalkozik.
Az ilyen sejtrendszerekre, mint ismeretes, teljesiilnek a

n)=2(e,)=6 (5.1)
(n?) = (nm(n)) = 36 +p, (5.2)

Osszefliggések, kovetkezésképpen minden regularis sejtrendszer sziikségképpen homogén is
egyuttal.

Aboav feltételezése szerint tetszSleges reguldris sejtrendszerre vonatkozdéan p,>0
(n=3,4,5,6,7,....N) gyakorisaggal elSfordulé n-oldali sejtek szomszédainak m(n) (atlagos)
oldalélszama az ,,n" fiiggvényében a

6a +p,
n

m(n)=6-a+ (6)
empirikus formuldval becsiilhet§. A (6) egyenletben az ,,a" Konstanst Aboav-paraméternck
nevezik. A gyakorlatban a (6) egyenlet helyett annak ,,linearizalt",

m(n)=(6—-aj+6a+yp, (7)

valtozatat haszndljak, amely az nm(n) mennyiségek becslésére hivatott. Az elnevezés arra utal,
hogy a (7) egyenletben a jobb oldalan taldlhaté

V(n)=(6-ah+6a+u, =a(B-n)+6n+p, (8)

kifejezés linedris fliiggvénye az n valtozénak. Hangsulyozni kell, hogy a V(n) fiiggvény csak
kozelitd becslését adja az nra(n) mennyiségnek, erre kordbban mar Aboav is felhivta a figyelmet
[1]. Ez a felismerés motivalta a tradiciondlis Aboav-formula becslési pontossaganak javitdsara,
illetve 4ltaldnositdsara irdnyuld eréfeszitéseket [2]. A kovetkez6kben az Aboav-formula
kiterjesztési lehetSségeit elemezve, megmutatjuk, hogy az Aaltaldnositas célszeri mddon két
Iépésben végezhetd el.
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3. Az aboav-formula Kkiterjesztése
3.1 Az Aboav-formula dltaldnositasdnak elsé fazisa

A tradiciondlis Aboav-formula Aaltaldnositdsanak alapjat az nm(n) mennyiségek becslésére
hivatott

W(n) = (nm(n)) + {_n_j:'[n - \n] + A[{nf‘: - n] = (nm(n)) - {:;:n} —~A }{n -n 9)

fligevény képezi, amely elvileg tetszSleges sejtrendszerre definidlt. Amint a (9) képletbdl is
kitlinik, ennek sajatossdga, hogy eleget tesz a

(W) = Y p,W(n) =" pam(n) ={nm(n)) (10)

egyenlGségnek. A fentiekbdl kovetkezik, hogy homogén sejtrendszerre a (9) formula felirhatéd
W(n)=(n?)+ -:fjnf;-[n - n] +A {:ﬁ:n} - n} =, +n{n)+A {n ~n} (11)
alakban. E formula érdekessége, hogy n=(n> esetében fenn all a
W((m) = p, +(n)in) = (n?) (12)

Osszefiiggés, ami arra utal, hogy W((n» értéke fliggetlen az A paraméter nagysagatol. Regularis
sejtrendszerre specidlis esetként a (11) képletbdl

W(”):uz+5n+A[6—n]=[6—A}1+6n+H2 (13)
adddik, tehdt a hagyoményos Aboav-formulét kapjuk vissza.

A (9) szerinti W(n) fliggvény ismeretlen A paraméterének becsléséhez kézenfekvS a sulyozott
legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasa, amely végiil is az

E(A)=Yp,{nm(n)-Wmn)}* =>p, [nm(n) - (nm(n)) - {A =) Hn) -nfff  (14)
hibafliggvény minimalizalasat feltételezi. Megoldva a SE(A)/5A=0 egyenletet, eredménytil
Ag =N+ ann{.__ln_.- -nm(n) =n)+ {._,n;-._nm(n)_- —(n“m(n), (15)
Ha o Hy '

adodik: Abban a specidlis esetben, ha a sejtrendszer regularis, akkor a
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Ag =12+ 1-—{216 +(n?m(n)) (16)
Ho ' '

képlethez jutunk.

3.2. Az Aboav-formula dltaldanositasdnak mdsodik fazisa

A (9) szerinti Osszefiiggés tovabb dltaldnosithatd, amennyiben tobb konstanst is figyelembe
vesziink a becslés pontossaganak novelése végett. Az altalanositas alapjaul ezuttal

W(n) = (nm(n)) + (n)fn = (n)}+A{n) —n}+CG(n) (17)

fligevény szolgdl, amelyben A és C konstans paraméterek ¢s G(n) az aldbbi moédon definidlt
fuggvény:

G =Y A {g,m)-g,m (18)
i=1

A (18) egyenletben Aj és gj(n), (j=1,2,..J) lényegében tetszSleges konstansok illetve valds
fliggvények. A (17) szerinti W(n) fliggvény ismeretlen konstans paraméterei egyszertien
becsiilhetSk tobbvaltozos linedris regresszid alkalmazdsaval. Valdjadban, ami igazan nyitott és
vitatott kérdés: miként célszer(i definidlni a gj(n) fliggvényeket. A kovetkez6kben azt az egyszer(
esetet vizsgaljuk, amikor J=1 és Ai=l. Ekkor nyilvan fenn all a G(n)= (g;(n)) - g;(n) 0Osszefliggés,
ezért .a (17) formula specidlis eseteként W az aldbbi két-paraméteres fliggvény alakjaban adhato
meg:

W(n,A,C) = (nm(n)) + ::;n'}{n - -:j'ln'}}+ A{{n'j:: - n}+ C{::g1 (n)) -9, (n)} (19)
Itt jegyezziik meg, hogy amennyiben a sejtrendszer reguldris, a (19) fliggvény a

W(n,A,C) =, +6n+A(6-n)+C{g,n)) —g,(n)} (20)
alakra egyszertisodik.

Tekintettel arra, hogy a (19) egyenlettel definidlt W(n,A,C) fliggvényt az nm(n) mennyiség
becslésére hasznaljuk, felirhatd
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nm(n)—(nm(n)) —(ni{n—{n)} = A{n) —n}+ c{g,(n) —g,(n)} (21)

Osszefiiggés, amely végiil is a gyakorlati szamitasokhoz elényos
Z =AX, +CY, (22)

alakra transzformalhatd, bevezetve

X, =(n)—n (32/1)
Y, =(g,(n))—g,(n) (23/2)
Z, =nm(n)—nm(n)) - n)fn - (n) 23/3)

képletek szerint definidlt 1j valtozokat. A (19) egyenlet ismeretlen A és C paramétereit szokasos
moédon a sulyozott legkisebb négyzetek mddszerével becsiilhetjiik. E célbdl minimalizédlni kell a

E(A,C) = p.[Z,-AX, -CY, ] (24)

hibafiiggvényt, kovetkezésképpen a paraméterek meghatdrozasa a dE/6A=0 és E/0C=0 linearis
egyenletrendszer megolddsdra vezethetd vissza. A megoldas eredményeként

(KoY XYoZe) = (Y2 )X, Z,)

Ag = T 25)
R A R Y2 (
illetve
h (XY
Cr = NE) Aq 2 (26)

adodik. A becsiilt AR és CR paraméterek felhaszndldsdval az altaldnositott Aboav formula az
alabbi alakban irhaté fel:

nm(n) = W(n,Ag,Cg) = (nm(n)) + {n}{n - =iij:nf.‘.-}+ Ag {’ n)— n}+ Ck {:_f:g1 (n)) — g1(n)} (27)
A fenti egyenlet kovetkezménye, hogy homogén sejtrendszerre fenn all, a
W(n,Ag,Cg) =p, +(nin) + A [(n)—n]+Cx {i:g1 (n))—g, (n)} (28)

Osszefliggés.
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Regularis sejtrendszerre n=6 esetében
W(B,Ar,Cr) = (nm(n)) + Cr {9, (n)) —9,(6)} = 1, +36 +Cr {g,()) - g,(6)]  (29)
teljestl.

Az G(n) = {(gi(n)) - gi(n) figgvény megvalasztasira tobbféle lehetGség is kinalkozik.
Kézenfekvének tlinik példaul e célra az n kozonséges momentumait felhaszndlni. Szimuldcios
vizsgalatok alapjan arra kovetkeztettiink, hogy az nm(n) szamitdsiara alkalmazott formulakat

Osszehasonlitva, a legkisebb becslési hibat az aldbbi G(n) fliggvények szolgaltatjak:
Gy(n)= .ﬁ_exp{n —(n) } - exp{n -(n) (30)
G,(n)=(n*)-n* 31)

FeltételezhetS, hogy a fenti két fliggvény

Gs(n) =aG;(n)+(1-9)Gg(n) (32)

sulyozott kozépértékét alkalmazva, ahol 0<g<l, még jobb eredmény érhet§ el a predikcid
pontossagat illetGen.

4. Az altalanositott aboav-formula gyakorlati alkalmazasa

A kovetkezSkben ismertetett kisérletek homogén, de nem reguldris sejtrendszerek topoldgiai
elemzésére, nevezetesen a (9) és a (19) képletekkel definidlt Altaldnositott Aboav-formulak
alkalmazhatdsaganak tesztelésére irdnyultak.

Példaképpen az 1. és 2. dbrdkon feltlintetett A-346 valamint a B-346 jel(i sejtrendszerekre
vonatkozé eredményeket ismertetjik. Mindkett§ 4, 5 és 6-szogekbdl épiil fel, de ezek p,
el6forduldsi  valdszintliségei  sejtrendszerenként  kiilonbozSék. Mint  lathaté, az A-346
sejtrendszerben minden cstics pontosan 4 él kozos pontja. Ezzel szemben a B-456 sejtrendszer

csucspontjaiban 4 illetve 5 €l taldlkozik.
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PARAMETEREK

(n)=4

(nm(n))=(n*)=17
Ag=- 4,844615

Cr=0,0769

Pu n 3 4 6 | m(n) | nm(n)
2/6 3 0 3 0 4 12
3/6 4 2 0 2 4,5 18
1/6 6 0 6 0 4 24

1. dbra Az A-346 sejtrendszer és topoldgiai matrixa



ARAMETEREK

(n)=3.,6
H,=0,64
As=0,525

(e)=4,5

(nm(n))=(n*)=13,6
Ag=0,5615

Cr=-0,0192

Pa n 3 4 6 m(n) | nm(n)
8/15(2/15| 3a 0 4 0 15/4 |12 |45/4
6/15| 3b 1 2 0 11
6/15 4 3 0 15/4 15
1/15 6 0 6 0 4 24

2. dbra A B-346sejtrendszer és topologiai mdtrixa.

Mindkét dbran feltlintettiik az egyes sokszogfajtdk p, elSforduldsi valdszintségét, az n-
oldalii sejtekkel szomszédos sejtek datlagos m(n) oldalélszamat, valamint az Un. topoldgiai
matrixokat is. A topologiai matrix i-edik sordhoz és j-edik oszlopahoz tartozd (i,j) elem (amely
egy természetes szdm), megadja, hogy a sejtrendszerben az i-oldalszamu poligonnak, hany darab
j-oldalszdamu szomszédja van. A topoldgiai matrix ismeretében lehetGség kindlkozik a
sejtkapcsolddasok arnyaltabb topoldgiai mindsitésére. Mint megallapithaté, az B-346 rendszer
strukturdja a bonyolultabb, ugyanis itt a hdromszogek kapcsolddasa a szomszédos 4 és 6 oldali
sejtekhez kétféle konfiguracié szerint torténhet. A két sejtrendszert egymadstdl eltérd topoldgiai
mennyiségek jellemzik. Az A-346 sejtrendszerre <n>=4, u,,=l, (nm(n))=<n’>=17, a B-346

sejtrendszerre pedig <n>=36 és 11,,=0,64, (nm(n))=(n’)= 13,6 adddott. Az egy-paraméteres, azaz a
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(9) képlet szerint éltaldnositott Aboav-formulat felhaszndlva az A-346 sejtrendszerre A =0, mig a
B-345 sejtrendszerre As= - 0,525 értéket kaptunk.

A szamitasokat a (19) képlet szerint altaldnositott, két-paraméteres Aboav-formuldval is
elvégeztiik, e célra a (31) kifejezés szerint definialt G(n)=(n3 >~n3 fliggvényt hasznaltuk.
Eredményként az A-346 sejtrendszerre AR= - 4,844615 és CR= 0,0769, a B-346 sejtrendszerre
pedig AR=0,5615 és CR= - 0,0192 adddott. Természetesen az in ternér sejtrendszerekre, amelyek
mindossze haromféle sokszogbSl tevédnek oOssze, az Aboav-formula két-paraméteres
altalanositott valtozata mindig abszolit pontos. Nyilvanvald, hogy a paraméterek szamanak
novelése javit a becslés pontossagan, de a paraméterek topoldgiai szempontbdl vald értelmezése

mind inkdbb nehézségbe litkozik.

5. Kovetkeztetések

Modszereket ismertettiink az Aboav-formula lehetséges daltalanositdsdra. A kétféle (egy-
paraméteres valamint tobb-paraméteres) modellvaltozat alapvet§ kozos sajatossiaga, hogy
nemcsak a hagyomdnyos reguldris sejtrendszerek, hanem tetszSleges homogén sejtrendszerek
kvantitativ mindsitésére is felhaszndlhaté. A bemutatott szamitasi eredmények a javasolt
modellek gyakorlati alkalmazhatdsagat igazoljdk. Bar az ismertetett modellek 2-dimenzids
tipustak, ennek ellenére minden nehézség nélkiil kiterjeszthetGk 3-dimenzids sejtrendszerek
topoldgiai jellemzésére is. Ez oly mdédon valdsithaté meg, hogy a megfelelS képletekbe a sikbeli
cellak szomszédainak dtlagos m(n) oldalszama helyébe az F lapszamu térbeli cellak

szomszédainak m(F) atlagos lapszamat irjuk.

[1] D. A. Aboav: The Arrangement of Cells in aNet, Metallography, Vol. 13, 1980, p.43-58.
[2] S. N. Chiu: Aboav-Weaire's and Lewis' Laws - A Review, Materials Characterization, Vol.
34, 1995, p. 149-165.
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