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Abstract

Starting with the concept of the generalized combinatorial curvature, novel topological shape factors
are defined for the quantitative characterization of microscopic particles represented by convex
polyhedra. It is demonstrated that using four appropriately selected topological shape factors the local
structure and the stability of polyhedral fullerenes can be efficiently evaluated on the basis of

quantitative criteria.

1. Bevezetés

Egyfazisi fémotvozetek mikroszkdpos szemceseszerkezetét konvex poliéderek olyan rendszerének
(halmazanak) szokas tekinteni, amelynek jellegzetessége, hogy a kiilonbozé alaku és méretli

poliéderek a teret hézagmentesen és egyrétiien toltik ki.

Az egyedi szemcsemorfologia kvantitativ mindsitésére elterjedten alkalmazzak a sztereoldgiai
modszerekkel meghatarozott kiilonféle tipusu alaktényezoket [1]. Ezek definialasara sokféle lehetség
kinalkozik, az alaktényezok szarmaztathatdk a szemcsék metrikus geometriai adataibdl

(feliiletnagysag, térfogat, atmérd) illetve az egyes szemcsék szamszerli topoldgiai jellemzdibol.

Mivel a valosdgos térbeli szemcsék alakja meglehetdsen szabalytalan, ezért ezek egyszerii geometriai

alakzatokkal (gomb, ellipszoid, kocka, stb.), modellezése altalaban problematikus. Ennek alapvetd oka
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az, hogy a hagyomanyos metrikus geometriai alapadatok meghatarozasa méréstechnikai nehézségekbe
itkozik. Az emlitett problémak tobbsége kikiiszobolhetd, ha a szemcsék egyedi topologiai jellemzoit

hasznaljuk fel alaktényez6k definialasara.

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy a poliéder tipusi szemcsék kombinatorikus gorbiiletének
statisztikai jellemzG6ibol olyan 0j tipusi topoldgiai alakjellemzok generalhatok, amelyek hatékonyan

crer

szemcsék alak szerinti osztalyozasara.

2. A kombinatorikus gorbiilet értelmezése poliéderekre

Vizsgalatainkban az egyes szemcséket konvex poliédereknek tekintettiik, és ezek alak szerinti
jellemzését a kombinatorikus gorbiilet fogalmdra alapoztuk. Mint ismeretes tetszOleges konvex

poliéderre érvényes az alabbi Euler-egyenlet:
N-E+V=2 (1)

ahol V a poliéder csucsszama, E éleinek szama, N pedig a lapokat reprezentalo konvex sokszo gek
szama. Tekintsiik a poliéderhez tartozo, altala egyértelmiien meghatarozott sikbeli, 3-Osszefiiggd

grafot. Ennek tetsz6leges r-ed foku X; csucsanak kombinatorikus gorbiiletét szokdsos moédon a

@(Xj)=1—§+i+i,...,+ !

0,

2)
il B
formulédval definialjuk, ahol nj;, nj,...njy; jeloli az X; csucsra illeszkedd r szaml sokszdgek

oldalszamat [2]. Ismeretes, hogy a kombinatorikus gorbiiletek 6sszegére fenn all a
\
1D D(X)=V 3)
j=l

Osszefiiggeés, ahol y az tn. Euler-karakterisztika, amely poliéderes grafokra =2 [2]. A kovetkezOkben
megmutatjuk, hogy a kombinatorikus gorbiilet fogalmat altalanositva olyan topoldgiai alaktényezok
szarmaztathatok, amelyek eldnyosen hasznalhatok poliéderekkel modellezett szemcsék egyedi

geometriai sajatossagainak mindsitésére.
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3. Altalanositott kombinatorikus gorbiilet

Az n. altalanositott kombinatorikus gorbiiletet sikbeli 2-6sszefliggd cellularis rendszerekre

r(X;)

Dy (X;)=1- +CV(X) 4)

Osszefiiggéssel definiltuk, ahol CV(Xj)
CVs(X)) =nj; +n +,...,05 ) ; (%)

€s nyj, Noj,...Ny5; az r-ed foku X csticsra illeszkedd r szamu sokszog oldalszama, S paraméter pedig
tetszOleges, de zérustol kiillonbdzd valés szam [3]. Mint megallapithatd, a (4) képlet S = -1
valasztasakor a tradiciondlis kombinatorikus gorbiiletet adja specialis esetként. Az eldzo
megfontolasokbol kdvetkezik, hogy az altalanositott kombinatorikus gorbiiletet fogalma kiterjeszthetd
minden olyan ,cellularis rendszerre”, amely orientalhato, 2-oldalt, zart felilleten definialt [3]. (Tehat
dy(X;) nemcsak gombfeliileten, de példaul toruszon értelmezett, 2-6sszefliggd cellularis rendszerek
topologiai jellemzésére is alkalmazhato.) Eléfordulhat, hogy ®y(X|) értéke azonos minden cslicsra
vonatkozoan. Az ilyen cellularis rendszereket ,kiegyensulyozott” sejtrendszereknek (tovabbiakban
KS-rendszereknek) nevezziik. Tipikus példék erre a prizméak és az antiprizméak néven ismert konvex

poliéderek, vagy a torusz-feliileten definialt, kizardlag hatszogekbdl allo cella-rendszerek [3].

3. Topoldgai alakjellemzék és tulajdonsagaik

Az altalanositott kombinatorikus gorbiiletet alapjan kétféle, A(S) és Q(S) topoldgiai alaktényezot

szarmaztattunk, ezek a

AS) =100 VHPs) (©6)
1+ \H’LIZ((DS)

és
0 KS —rendszerre
A(S) = (7)
D
100(% - 1] cgy ébkent
W, (@ s )
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formuléakkal definialtak. A fenti képletekben

1 N
H (@) =5 D D3 (X)) (8)
j=1

a Og(Xj) altalanositott kombinatorikus gorbiilet k-adik kozonséges momentuma, ahol k=1,2,3. Mivel S
tetszOleges valds szam, ezért mindkét topologiai alaktényezé az S skalar mennyiséget szabadon
valaszthatd paraméterként tartalmazza. Meghatarozasa kisérletekre tamaszkodva torténhet.
Tapasztalataink szerint az S paramétert oly mdédon célszeri megvalasztani, hogy értéke a [- 2, 2]
intervallumba essék. Kiegyensulyozott” sejtrendszerekre (KS-rendszerekre) — a definiciokbol

kovetkezéen — mind A(S) mind pedig €(S) topologiai alaktényezo értéke zérus.

4. Topologai alakjellemzdk szelektivitasanak elemzése

Abbol a célbol, hogy megvizsgaljuk, hogy a fentebb definialt kétféle topologiai alaktényezé milyen
hatékonysaggal alkalmazhato poliéder tipusu alakzatok morfologiai mindsitésére, egy kisérletsorozatot
végeztliink. E célra kis oldalszamu, nevezetesen 7-lapu poliéderek egy véges halmazat hasznaltuk, e
poliéderek Schlegel-diagramjai az 1. abran lathat6. Valamennyi, Gsszesen 34 hétlapt poliéderre
vonatkozdan, S= -1 és S=+1 paramétervalasztas mellett meghataroztuk a megfelelé A(-1), Q(-1), A(1)

és Q(1) alaktényezoket. A szamitasi eredményeket az 1. tablazat 0sszesiti.
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1. abra Hétlapu konvex poliédereket reprezentalé Schlegel-diagramok

Amint a tablazati adatokbdl is kitlinik, mind a négy topoldgiai alaktényez6 meglehetdsen jol tiikrozi a

poliéderek morfologiaja kdzotti hasonlosagot, illetve kiillonbozdséget. Arra kovetkeztethetiink, hogy

bar a négy topologiai alaktényezd kozott meglehetdsen erds korrelacio mutathatd ki, mindazonaltal

ezek algebrailag fiiggetlen mennyiségek. Kiilon elemzést igényel annak eldontése, hogy a négy

topoldgiai alaktényezd kozil melyik az, amelynek informacio-tartalma, diszkriminald képessége a

legnagyobb.
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Poliéder Topoldgiai jellemzok
kod-
szama A(-1) Q(-1) A(1) Q(1)
11 0,3437 6,145 0,1471| 0,4783
12 0,2755 3,663 0,0946| 0,3052
13 0,7693 12,085 0,2811| 0,8868
14 0,9415 7,928 0,3011| 1,0038
15 0,6695 10,145 0,2066| 0,6572
16 1,6314 14,104 0,5280| 1,6753
17 1,6025 10,217 0,5600| 1,9295
18 0,5480 7,578 0,0896| 0,2843
19 1,7805 8,012 0,7736| 2,8840
20 0,2755 4,555 0,1034| 0,3320
21 1,2523 16,029 0,4631| 1,5070
22 0,4933 6,492 0,1703| 0,5570
23 0,0000 0,000 0,0000|{ 0,0000
24 0,8223 9,307 0,3372| 1,1790
25 1,2948 13,166 0,4718| 1,5810
26 0,7418 9,393 0,3283| 1,0710
27 1,2707 14,826 0,5238| 1,7010
28 0,6146 7,167 0,2058| 0,7000
29 1,8581 13,289 0,8089| 2,8550
30 05480 7,169 0,2195| 0,7110
31 1,2394 11,699 0,5451| 1,8430
32 1,6538 18,364 0,7076| 2,2730
33 0,9762 12,104 0,4231| 1,4010
34 1,4786 13,596 0,8414| 2,8180
35 0,4431 5,834 0,2312| 0,7530
36 0,5480 7,578 0,2711| 0,8940
37 1,6025 14,625 0,6947| 2,3770
38 1,7805 16,451 1,0720| 3,6290
39 1,7805 21,514 0,9445| 29150
40 0,2303 3,098 0,1765| 0,5690
41 1,5292 16,703 0,8425| 2,7040
42 1,0183 11,555 0,5869| 1,9120
43 1,56165 15,232 1,2162| 3,8900
44 0,5155| 5,818 0,4108| 1,3080

1. tablazat Hétlapu poliéderekre vonatkozo topolégiai alaktényezdik értéke

Megallapithatd tovabba, hogy az Q alaktényezd hatékonyabb, mondhatni, némiképp ,.szektivebb” a A
paraméternél. Ez foként azzal magyardzhatd, hogy a A alaktényezd kizarolag a kombinatorikus
gorbiilet szorasat jellemzi, a matematikai statisztikaban szokasos értelemben. Mint megfigyelhetd, a
34 hétlapu poliéder kozott talalhatd egy (a 23. sorszamu prizma), amely kiegyensulyozott rendszert

képvisel, ennek tulajdonithat6, hogy ez esetben valamennyi szamitott alaktényez6 értéke zérus.
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4. Fullerének topologiai szerkezetének mindsitése

A négyféle alaktényez6 gyakorlati alkalmazhatdosagnak tovabbi tesztelése és értékelése végett
vizsgalatinkat kiterjesztettiik  fullerén-izomerek geometriai szerkezetének mindsitésére. A
vizsgalatokat a C60 tipusu fullerén-izomerekre koncentraltuk, amelyek 12 6tszogbdl és 20 hatszogbdl
allo, 60 trivalens csucsponttal rendelkez6 poliéderes grafokkal reprezentalhatok.

A C60 fullerén-izomerek topologiai jellemzdit illetden szamos eredmény talalhaté a szakirodalomban.
Mint ismeretes az 1812 darab C60 izomer 42 osztalyba sorolhatd, amennyiben egy tetszéleges csticsra
illeszked6 5- és 6-szogek lehetséges kombinaciot tekintjiik az osztalyozas kiindulasi alapjanak [4]. Az
Ot- ¢s hatszogek kozil pontosan 3 taldlkozik egy csucsban, ezek elvileg a kovetkezd négy
konfiguracioban fordulhatnak eld: Csss, Cssg, Csgs €s Cop6. Mivel a csticsok szama 60, ezért a négy
kiilénb6z6 konfiguraciot alkotd csucsok szamanak osszege is 60. Bizonyithatd tovabb4, hogy ismerve
Csss €s Csse, konfiguracidknak megfeleld csticsok szamat, ebbdl a Csgg €s Cee konfigurdciokhoz
tartozd csucsok szdma mar meghatdrozhatd. A C60 tipusu fullerén-izomerekre vonatkozdéan

meghatarozott négyféle topologiai alaktényezo értékét a 2. tdblazat tartalmazza.

Osztaly Topoloégiai paraméterek
sor-
szama | Cs55 | Cs56 [Np| A(-1) | Q(-1) A1) Q1)
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 4 2 0,2083| 16,04 0,0231| 0,0734
3 0 6 3 0,3079| 21,72 0,0346| 0,1101
4 0 8 4 0,4047| 26,26 0,0462| 0,1467
5 0 10 5 0,4990| 29,90 0,0577| 0,1833
6 0 12 6 0,5910| 32,81 0,0692| 0,2198
7 0 14 7 0,6808| 35,12 0,0808| 0,2563
8 0 16 8 0,7686| 36,94 0,0923| 0,2928
9 0 18 9 0,8546| 38,35 0,1038| 0,3293
10 0 20 [(10| 0,9387| 39,43| 0,1154| 0,3657
11 0 24 |12 1,1021| 40,79| 0,1384| 0,4385
12 1 7 5 0,4990| 36,40 0,0577| 0,1810
13 1 9 6 0,5910| 38,85 0,0692| 0,2176
14 1 11 7 0,6808| 40,75| 0,0877| 0,2541
15 1 13 8 0,7686| 42,20| 0,0923| 0,2906
16 1 15 9 0,8546| 43,29| 0,1038| 0,3271
17 1 17 | 10| 0,9387| 44,07 0,1154| 0,3635
18 1 19 |11 1,0212| 44,61 0,1269| 0,4000
19 2 8 7 0,6808| 46,38 0,0808| 0,2519
20 2 10 8 0,7686| 47,47 0,0923| 0,2884
21 2 12 9 0,8546| 48,23| 0,1038| 0,3249
22 2 14 | 10| 0,9387| 48,72 0,1154| 0,3613
23 2 16 | 11 1,0212] 48,99| 0,1269| 0,3977
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Osztaly Topolégiai paraméterek
sor-
szama | Cs55 | Cs56 [Np| A(-1) | Q(-1) A(1) Q(1)

24 2 18 |12 1,1021| 49,07, 0,1384| 0,4341
25 3 9 9 0,8546| 53,17 0,1038| 0,3227
26 3 11 10| 0,9387| 53,37| 0,1154| 0,3591
27 3 13 |11 1,0212| 53,37 0,1269| 0,3955
28 3 15 |12 1,1021| 53,21 0,1384| 0,4319
29 3 17 |13 1,1815| 32,92| 0,1500| 0,4682
30 4 8 10| 0,9387| 58,02 0,1154| 0,3569
31 4 10 | 11 1,0212| 57,75 0,1269| 0,3933
32 4 12 |12 1,1021| 57,35| 0,1384| 0,4296
33 4 14 |13 1,1815| 56,84| 0,1500| 0,4660
34 4 16 |14 1,2595| 56,24| 0,1615| 0,5023
35 5 9 12 1,1021| 61,49| 0,1384| 0,4274
36 5 11 13 1,1815| 60,76 0,1500| 0,4638
37 5 13 |14 1,2595| 59,96| 0,1615| 0,5000
38 6 10 |14 1,2595| 63,68 0,1615| 0,4979
39 6 12 |15 1,3361| 62,63| 0,1730| 0,5342
40 6 14 |16 1,4116| 61,56 0,1845| 0,5704
41 8 12 |18 1,5588| 65,49| 0,2076| 0,6384
42 10 10 |20 1,7017| 68,34| 0,2306| 0,7063

2. tablazat A C60 tipusi fullerén-izomerekre szamitott topolégiai alaktényezék

Mint megallapithatd, az alaktényezok szamitott értéke egy adott fullerén-osztalyra nézve azonos, de a
42 osztalyra vonatkozoan eltérd, azaz osztalyonként kiilonbdzd. A tablazatban feltiintettiik a Csss €s
Csse, konfiguracioknak megfelel6 csticsok szamat, tovabba az Gin. pentagonalis index (Np) értékét is,
amely a fullerének strukturalis jellemzésére leginkabb hasznalatos topologiai paraméter [5]. A
pentagonalis index nem-negativ egész szam, nagysaga z€rus és 20 kozott valtozik, a szakirodalomban
a fullerén-stabilitas legfontosabb kvantitativ mér6szamaként tartjak szamon. Gyakorlatilag, egy
fullerén annal stabilabbnak tekinthetd, minél kisebb Np értéke. Ebbol adodoan, Np=0 a legstabilabb
C60 fullerén-izomerre (ez a kizarolag izolalt Stszogeket tartalmazd Buckminster fullerén), és Np=20 a
leginkabb instabilnak tekintett C60 fullerén-izomerre. (Bizonyithato, hogy mindkett6bdl csak egy
darab Iétezik.) A 2. tablazat adataibdl kitlinik, hogy a 42 osztaly koziil, a legstabilabb Buckminster
fullerén az elsé osztalyt, mig a legkevésbé stabil fullerén-izomer az utols6, azaz a 42. osztalyt
képviseli. Az emlitett két ,extremalis” tulajdonsdga C 60 fullerén Schlegel-diagramja a 2. dbran
lathato.
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b)

2. abra A legstabilabbnak tekintett C60 izomer (a) és a leginkabb instabilnak tekintett C60

izomer (b) Schlegel diagramjai [4]

A négyféle topologiai alaktényezd valamint a pentagonalis index kozott meglehetésen szoros
sztochasztikus jellegi kapcsolat fedezhetd fel. Ezt a megfigyelést a 3. tdblazatban feltiintetett, a 42

fullerén-osztalyra vonatkozdan szamitott korrelacios egyiitthatok is alatamasztjak.

Topolégiai paraméterek
Np| A(-1) Q(-1) A1) Q(1)
Np 0,99807 | 0,87522| 0,99975]| 0,99977
A(-1) 0,88800| 0,99794| 0,99873
Q(-1) 0,87594| 0,87242
A(1) 0,99953
Q1)

3.tablazat A vizsgalt 6t kiilonb6z6 topolégiai alaktényezo korrelacios matrixa

A 2. és 3. tablazat adatait elemezve a kovetkezd felismerésekhez juthatunk: A négyféle alaktényezd

mindegyike lehetdséget nyujt a fullerén tipusu poliéderek topologiai szerkezetének kvantitativ

jellemzésére, és ezen talmenden ezek szamszerti kritériumon alapulé osztalyozasara is.
Megfigyelhetd, hogy a legstabilabbnak vélt Buckminster fullerénre nézve az 6sszes vizsgalt topologiai

alaktényezé értéke minimalis: A(-1)=Q(-1)=A(+1)=Q(+1)=Np=0. Ugyanakkor szembet(in6, hogy
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legkevésbé stabilnak tartott fullerén-izomerre vonatkozéan valamennyi topologiai alaktényez6 értéke
maximalis: A(-1)=1.7017, Q(-1)=68.34, A(+1)=0.2306, Q(+1)=0.7063 és Np=20. Mivel a vizsgalt
alaktényezOok rendkiviil er6sen korrelalt a pentagonalis indexszel, ezért alkalmasnak tiinnek a fullerén-
stabilitas mindgsitésre, elorejelzésére is. Ez foként olyan fullerének tanulmanyozasakor lehet hasznos,

amelyek bonyolultabb felépitésiick, azaz nemcsak 5- és 6-sz0gekbdl allnak.

5. Osszefoglalas, kovetkeztetések

Kisérletekre tdmaszkodva igazoltuk, hogy a poliéder tipusu alakzatok altalanositott kombinatorikus

gorbiiletének statisztikai jellemzdib6l olyan szamszerti topologiai alaktényezok generdlhatok, amelyek

crer

Példakon demonstraltuk, hogy az Ujonnan definialt topologiai alaktényezdk alkalmasak poliéderek
topologiai hasonlosaganak mindsitésére, poliéder-tipusu szemcsék és mikroszkopos részecskék

szamszer( kritériumon alapulé morfologiai osztalyozasara.

C60 tipusu fullerén-izomerek topologiai jellemzésére iranyuld vizsgdlataink eredményeibdl arra

kovetkeztettiink, hogy az 0j alaktényezok felhasznalhatok a fullerén-stabilitas predikcidjara is.
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