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Summary

In the engineering practice, a wide range of applications contain systems constructed from mass points, springs
and dampers. Oscillations in vehicle suspension systems, aircraft wings and vehicle drivetrains can be analyzed
using these model types. The model equations can be generated in two different ways. The first is the synthetic
method, which generates the equations according to the force equilibrium between model components, with the
use of Newton’s second law. The drawback of this method is the need for considering the forces with their
correct signs. Sign mistakes results in incorrect equations. The second, analytic method uses the Lagrange
motion equations. In this case, we consider the energy content of system components, and generate the equations
with their differentiation. Because the energy terms contain the squares of displacements, sign mistakes are
almost impossible. So we can easily generate the equations, even for complicated systems. On the other hand, we
can automatically generate the equations, for a suitably structured system. The first part of this article describes
a computer program written in MATLAB, which can be used for this purposes. Than the equations of a quarter-
car model, with active suspension are generated. Control engineers can spare time with the faster model
generation provided by this MATLAB program. Finally, the design of an active suspension system is introduced
using the generated quarter-car model.

Osszefoglalas

A mérndki gyakorlatban szamtalan helyen hasznalnak tomegpontokbol, rugokbol és csillapitokbol allo
mechanikai rendszermodelleket. Ilyen modellek alkalmazasaval tobbek kozott vizsgalhatok jarmi
kerékfelfiiggesztések, repiilégép szarnyak, és hajtasrendszerek lengései is. A modelleket leird egyenletek
generalasa kétféle modon is megoldhatd [1]. Egyik a szintetikus modszer, mely Newton masodik axiomaja
alapjan, a modell elemei kozti erdegyensuly figyelembe vételével allitja eld az egyenleteket. Ennek hatranya,
hogy az erdket eldjelhelyesen kell figyelembe venni, és az el6jelhibak hibas egyenleteket eredményeznek. A
masik az analitikus modszer, mely a Lagrange — féle masodfaju egyenletek alkalmazasat jelenti. Ekkor a
rendszerelemek energia tartalmabdl kiindulva, differencialéssal jutunk el ez eréegyensulyt kifejezé egyenletekig.
Mivel az elemek energia tartalmat leird tagokban az elmozdulasok négyzete szerepel, ezzel a mddszerrel joval
nehezebb eléjel hibat véteni. Igy Osszetettebb rendszerekre is viszonylag egyszerli az egyenletek generalasa.
Raadasul - megfelelden struktiralt rendszer esetében - lehetséges az egyenletrendszer szamitdgépes eldallitasa.
A dolgozat els6 része egy erre késziilt MATLAB programot, és felhasznaldsat negyed jarmiimodell
mozgasegyenleteinek generalasara mutatja be. Az egyenletek automatikus eléallitasa a szabalyozastechnikaban
dolgoz6 mérnokok munkajat is megkonnyiti, mert igy kevesebb id6t vesz igénybe a modellalkotas, és tobb 1d6
jut a rendszer szabalyozasanak tervezésére. A dolgozat masodik része, a negyed jarmiimodell alapjan aktiv
kerékfelfiiggesztés tervezését ismerteti.
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A Lagrange — féle masodfaju egyenletek felhasznalt alakja

Tomegpontokat, rugokat ¢€s csillapitokat tartalmazd rendszerek mozgasegyenleteinek analitikus
eléallitasara alkalmasak a Lagrange — féle masodfaju egyenletek. Ezekkel a rendszer elemek energia
tartalma alapjan, differencidlassal allithatok el6 a dinamikus rendszer viselkedését leird
differencidlegyenletek. A Lagrange egyenletek altalanos alakja:

ia—?—a—E+a—U+a—l,)EQ,- vt Vi=l2.n (1)
dtdq; 0Oq; Oq; 0q;

Az egyenletekben szerepld tagok:

1. ¢;,q;: altalanositott sebességek és koordinatak, melyekkel a rendszer mozgésa leirhatd. Egy n
szabadsagfoku rendszer mozgisa n darab Aaltalanositott koordinataval (és sebességgel)
jellemezheto.

2. E: arendszer tagjainak 0sszes mozgasi energidja.

3. U: arendszer tagjainak Gsszes potencialos energidja, beleértve a rugdk altal tarolt energiat is.

4. D: disszipacios potencial, mely a csillapitok altal tarolt sebességtol fliggd energiatartalmat
szimbolizalja.

5. Q; : adott dltalanositott koordinata helyén hato, altalanositott erd.

fgy az (1) egyenlet felhasznalasaval, egy n szabadsagfokt rendszerre, n darab masodrendii lineéris
differencialegyenlet allithat6 el6. Az egyenletek felhasznalasaval a rendszer vizsgalata (szimulacidja)

mar elvégezheto.

A Lagrange — féle mozgasegyenletek automatikus generalasa

System structure Ha a rendszer felépitése megfeleléen

J;E i Q, %3 struktaralt, akkor lehetséges az (1)
o0 \L Sx M egyenlet alapjan, a differencialegyenletek
aol ey automatikus (szisztematikus) generalasa.

};E - Erre késziilt egy MATLAB program. A
E sl program miikddésének rovid ismertetését
B ol /P Q, ﬂ\yz az abra alapjan tehetjiik meg. Elséként
E wl SO sziikséges az 4ltalanos koordinatdk
% anl szamanak (a programban y; ) megadésa.
nt Ezek  utan  lehetdség  van  két
s koordinatanak specialis értelmet adni. Az

0 -AID -2ID . 2ID 4:3 /h E:J egyik lehet a fold pont, amelyben az

elmozdulas zérus, a masik a bemenet (u),
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amit mi adunk a rendszerre. Az altalanos koordinatak kit{izik a rendszer struktarajat (szintjeit), melyre
épitve a tobbi rendszerkomponens megadhatoé. Egy adott altalanos koordinata szintjén eldontheto,
hogy legyen-e tdmegpont, vagy sem, valamint, hogy legyen-e felfelé, vagy lefelé hato altalanositott
er6. Ezutdn mar csak az altalanositott koordinatak kozott, parhuzamosan elhelyezked6 rugok és
csillapitok szamat kell megadni (a program lehetdséget ad tobb rugd és csillapitd parhuzamos
kapcsolasara). Lathatoan a negyed jarmiimodell esetében, harom altalanos koordinata irja le a rendszer
viselkedését, melyek koziil az elsé valasztandd bemenetnek (ez az ttgerjesztés). Az irodalom szerint

[2], a gumiabroncsnak elég csak a rugalmassagat ( ¢;) figyelembe venni. A kerék (m, ) és a negyed
kocsiszekrény (m3) kozott azonban, mar a rugd és lengéscsillapitd hatdsa is lényeges. A O, és O;
altalanositott erdket a felfliggesztés aktiv eleme generalja, és |Q2| =|Q3|. A program altal a fenti
rendszerre generalt egyenletek kétféle alakja:

LH3 form ecquations:

eq l: w_2¥d*2y_2 + (c_ll)#(y_2-u) + (k_21)%(dy _2-dy_3] + [c_21)%(y_2-v _3)=Q_2

Bq_2: w_3A*2y_3 + (k_21)%idy_3-dy_2) + (c_2l)*ivy_3-v_2)=-0_3

Decomposed equations:

eq l: w_2%d*2y_2 + (c_ll)*vy 2 + (k_21)%dy 2 + (c_2l)%y_2 =(c_llj*u + (k_2l)%dy_3 + (c_21)%y_3 + Q_2
Bq_2: w_ 3742y 3 + (k_21)7dy_3 + (c_2l)7y 3 =(k_21)%dy_2 + (c_21)"v 2 - Q_3

Itt érdemes megjegyezni, hogy a program nyelve angol, a szélesebb korti felhasznalhatosag érdekében.

Aktiv felfiiggesztés tervezése a generalt egyenletek felhasznalasaval

Az eldallitott egyenletekkel, a negyed jarmimodell szimulacioja, és az aktiv felfiiggesztés tervezése
elvégezhetd. A szimulacioban érdemes figyelembe venni, a kerékelpattanas hatasat is. Ez akkor 1ép
fel, ha a kerék és az Gt kdzott a normalerd értéke zérussa valik [3]. Ha ezen a ponton tal, a kerék még
mindig tavolodik az uttél, akkor torténik meg az elpattanas, ugyanis negativ normalerd nem Iéphet fel

(a gumiabroncs nincs az uthoz ,ragasztva”).

s

méter hossziisag, szinusz félhullam jelalakd, 5,5 cm magas buckan vald athaladast vizsgalhatunk,
masodik esetben pedig adott frekvencidja 5,5 cm amplitiddju szinuszos gerjesztést. Kontroller nélkiil
els6 esetben, 20,45 m/sec sebesség felett pattant el a kerék a buckan, mésodik esetben 30 rad/sec
frekvencia felett jelent meg az elpattands. A szabalyozd tervezés célja, a kocsiszekrény
elmozdulasanak +/- 1cm — es hatarokon beliil tartdsa volt, multiplikativ rendszer bizonytalansagok és

szenzorzaj figyelembe vétele mellett. A tervezés p szintézis alkalmazasaval elvégezhetd [4].
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Maximalis amplitdddk a frekvencia figgvényében (5.5%sin(w 1) gerjesztés) A kapott eredmények azt mutatjék,
18 T T T T T I

T T
. . . . . — Kantraller nélkol hogy a kitérés csokkentése sikeres
1 Y F IR Lo — — Kaontrollerrel

volt, az lizemi tartomany nagy részén
1 cm alatt marad (lasd abra (szinu-
szos gerjesztés)). A kerékelpattanas

fellépését az aktiv felfliggesztés

a [cm]

jelentdsen nem befolyasolja, viszont
a nagysagat noveli.
Az ébraval kapcsolatban érdemes

megjegyezni, hogy a kontroller

nélkiili esetben, a jelentds kiemelés a

o [radésec] jarmiszekrény sajatlengési

frekvenciajan 1ép fel (7.379 rad/sec),

a masodik kiemelés pedig a kerék sajatfrekvencidjanak (69.92 rad/sec) hatdsa. Lathatéan az
alacsonyabb frekvencia tartomanyra tervezett szabalyozo, képes tokéletesen elnyomni az elsd

kiemelést, a masodiknak azonban mar ,,csak” a jelentds csokkentésére alkalmas.

Osszegzésképpen elmondhatd, hogy a Lagrange — féle mésodfaji egyenletek felhasznélasaval, tobb
szabadsagfoku lengdrendszerek mozgasegyenletei akar automatikusan is generalhatok és a kapott

egyenletek jol hasznalhatok példaul szabalyozok tervezésére.
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