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Abstract

Based on the concept of the combinatorial curvature of infinite plan graphs, the topological properties of planar
aperiodic cellular systems are investigated. As a result of our investigations the following conjecture is
formulated: Let G be an infinite graph obtained by a plan tessellation. Let us assume that the combinatorial

curvature @(X) is a non-negative number for each vertex X of G, and the graph G contains vertices of positive

combinatorial curvature, as well. Then for the sum of ®(X), the inequality 1/6 < Z(D(X) < 2 holds.

Osszefoglalé

A kombinatorikus gorbiilet fogalmara alapozott vizsgalati modszereket kiterjesztettiik sikbeli aperiodikus
cellularis rendszerek topologiai szerkezetének elemzésére. A vizsgalatok eredményeként a kovetkezd sejtést
fogalmaztuk meg: Legyen G a sik tesszelaciojaval eloallitott végtelen graf. Tételezziik fel tovabba, hogy a G
valamennyi X cstucsiban a ®(X) kombinatorikus gorbiilet nem-negativ szam, és a G grafnak léteznek olyan

csucsai is, amelyeknek kombinatorikus gorbiilete pozitiv. Ekkor a kombinatorikus gorbiiletek dsszegére érvényes

az 1/6 <) ®(X) <2 egyenlStlenség.

1. Bevezetés

Az elmult évtizedben az anyagtudomany szamos teriiletén elétérbe keriilt az an. aperiodikus
sejtrendszerek vizsgalata, kiilonos tekintettel a kvazikristalyok és nanocsévek mikroszerkezeti
sejtrendszereket konvex sokszogek illetve konvex poliéderek (Un. sejtek vagy csempék) egy véges
vagy végtelen halmazabol konstrualjadk oly modon, hogy a sejtekkel (csempékkel) a 2- illetve 3-
dimenzids teret hézagmentesen és egyrétiien fedik le. A kovetkezokben 2-D, azaz sikbeli végtelen
sejtrendszerek topologiai szerkezetének jellemzésére iranyuld vizsgédlataink néhany eredményét
ismertetjik. A vizsgalatokban kozponti jelent6ségli a beédgyazott grafok lokalis topoldgiai

jellemz6jeként szamon tartott in. kombinatorikus gorbiilet.
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Mint ismeretes, egy tesszelacidval generalt sikbeli végtelen sejtrendszernek egyértelmiien
megfeleltethetd egy G végtelen sikbeli graf, az un. tesszelacios graf, amellyel kapcsolatban a
kovetkezo feltételek teljesiilését koveteljik meg [1-7]:
(1) A G graf cstcsai megszamlalhato végtelen szamossagu halmazt alkotnak;
(i1) A kombinatorikus poligonokkal reprezentalt sejtek (lapok) mindegyike a kdrlemezzel
homeomorf (azaz a korlemezzel topologiailag ekvivalens);
(1ii) A kombinatorikus poligonok (lapok) oldalszama véges, azaz teljesil a 2<n(f)<co
Osszefiiggés, ahol n(f) egy tetszéleges f lap oldalszama;
(1v) Minden ¢l pontosan két sejt (lap) kdzos éle;
v) Minden X csucs fokszama véges, vagyis fenn 4ll a 3 < r(X) < o« egyenldtlenség, ahol az

r(X) fokszam az X cstcsra illeszkedd élek szamat jelenti.

A sikbeli sejtrendszerek alapvetden két f6 csoportba sorolhatok: periodikus sejtrendszerek és
aperiodikus sejtrendszerek. Ez utdbbiak tovabbi két alcsoportra bonthatok, megkiilonboztetve kvazi-
periodikus és szabalytalan aperiodikus sejtrendszereket (tesszelacids grafokat). Mivel a periodikus és
kvazi-periodikus sejtrendszerek egyértelmiien definialtak, ebbdl adéddan egy aperiodikus sejtrendszert
szabalytalannak akkor neveziink, ha az nem periodikus és nem kvazi-periodikus. A tovabbi elemzések
kozéppontjdban az aperiodikus szabalytalan sejtrendszerek topologiai jellemzése all, kiilonds

tekintettel az in. kombinatorikus gorbiiletnek, mint lokalis topologiai invariansnak a vizsgalatara.

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy az aperiodikus sejtrendszerek szamszerii topologiai jellemzésére
¢és kvantitativ kritériumok szerinti mindsitésére eldnydsen hasznalhaté a kombinatorikus gorbiilet,

illetve ezek fliggvényeként szarmaztatott mennyiségek.

2. A kombinatorikus gorbiilet értelmezése

Jelolje f a G tesszelacids graf egy lapjat (sejtjét), X egy tetszoleges csucsat, r(X) pedig az X csucs

fokszamat. Szokasos modon az X cstcs O(X,G) kombinatorikus gorbiiletét

D10, 3 L
XO=1-77 2

képlettel definialjuk, ahol F(X) az X csucsra illeszkedd lapok (sejtek) véges halmaza [1-7].

Tetszbleges G grafra értelmezhetd az S(G) un. kumulativ gorbiilet

S(G)= D P(X,G)

XeV(G)
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ahol V(G) a G graf csucsainak halmaza. Az S(G) mennyiség elvileg egy végtelen tagl Osszeg, értéke
lehet véges vagy végtelen. Mint ismeretes, ha a sejtrendszer periodikus, akkor a hozzatartozd sikbeli
grafra (az egységcellara vonatkoztatva) érvényes a y(G) =S(G) =0 oOsszefiiggés, ahol %(G) az

Euler-karakterisztika, amely sikbeli periodikus sejtrendszerekre zérus [8].

A kombinatorikus gorbiilet értéke lehet pozitiv, negativ szam vagy zérus. Korabban bizonyitottak,
hogy nem Iétezik olyan végtelen tesszelacios graf, amelynek minden csticsaban pozitiv a gorbiilet
[1,5]. Ezzel szemben léteznek olyan tesszelacios grafok (sejtrendszerek), amelyekben minden csucs

negativ gorbiileti. Példak erre az 1. abran lathat6 végtelen sikbeli grafok [8].

/// \\

| /’\ /N f.‘\ I\ Y
a) b)

1. dbra. Negativ gorbiiletii tesszeldcios grafokkal reprezentdlt szabdlytalan aperiodikus

sejtrendszerek

Az l.a abran feltiintetett graf minden lapja négyszog, minden cstcsa 6todfokt, kdvetkezésképpen
valamennyi csucsban a gorbiilet értéke 1-5/2+5/4= -1/4. Az 1.b abran bemutatott graf lapjai
hétszogek, minden csticsa harmadfoku (trivalens), a gorbiillet minden cstcsban azonos értékil,
nevezetesen 1-3/2+3/7= -1/14. Megjegyezziik, hogy az 1. abran lathato grafok olyan ,elfajult”
sejtrendszerekre példak, amelyeknek szingularitdsa van a végtelenben [8]. Kénnyen belathato, hogy
végtelen sok olyan periodikus sejtrendszer 1étezik, amelyeknél valamennyi csucs gorbiilete zérus. Az

2. dbran négy sejtrendszer lathatd, ezek lapjai 3- és 4-oldalu sokszogek.
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2. abra. Haromszogek és négyszogek alkotta négy kiilonbozo tipusu sejtrendszer

Koziiliik az 1.a, 1.b és 1.c abra periodikus sejtrendszereket reprezental. Az 1. abran lathato 1.b és 1.c
sejtrendszerek kozos jellemzéje, hogy minden csicsban a gorbiilet zérus. Az 1.a abran bemutatott
sejtrendszernek pozitiv és negativ gorbiiletii, 6t6d- és nyolcad-foku csucsai vannak, és nincs zérus-
gorbiiletli csticsa. Az 1.d abran lathato sejtrendszer kvazi-periodikus [9]. Ebben a haromszogek
elé6fordulasi gyakorisaga ps= 4/(4+V3)=0.6978, a négyszogeké pedig ps = V3/(4+13)=0.3022. Kénnyen

igazolhat6, hogy e kvazi-periodikus sejtrendszerben minden cstcs gorbiilete zérus.

A kombinatorikus gorbiilet definiciojabol kovetkezik, hogy ha egy csucs fokszaima 6-nal nagyobb,
akkor e cstcs gorbiilete negativ. Masrészt, amint azt példan is illusztraljuk, léteznek olyan tesszelacios

grafok, amelyeknek pozitiv gorbiiletii csicsaiban a gorbiilet értéke tetszolegesen kicsiny pozitiv szam
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lehet. A kovetkezOkben aperiodikus szabalytalan sejtrendszereket reprezentald tesszelacios grafok

egyes specialis tulajdonsagh osztalyait (részhalmazait) vizsgaljuk konkrét példak bemutatasaval.

3. Aperiodikus szabalytalan sikbeli sejtrendszerek

3.1. Gg végtelen grafok osztalya

A Gp grafok sorozatat, ahol R>2 pozitiv egész szam, a 3. abra Gitmutatasa szerint a kovetkezé modon
generalhatjuk. Kiindulasul tekintsiink az Xgr csucspontot, amelyet a Gr graf centrum-csicsanak
neveziink. Tegyiik fel, hogy a centrumcsucs éppen R szdmu egyenlészaru haromszog kozos csticsa,
tehat Xg fokszdma R. Amint a 3. &brabol kitlinik, haromszogeket ,.gylirliszerlien” egymas mellé

helyezve egy végtelen Gy graf konstrualhat6, amelyben minden egyes cstics az Xy centrum kivételével

pontosan 6 haromszog k6z0s csucsa.

3. abra. Haromszogek alkotta G grdf konstrukciojanak elve

Zérus mindazon csucsok gorbiilete, amelyben 6 haromszog talalkozik. Kivételt képez az X centrum,

amelynek kombinatorikus gorbiilete

D(X,,Gy)=1-R/6

Ebbdl kovetkezik, hogy
S(Gr) = ZCD(X,GR) =O(Xy,Gr)=1-R/6

XeV(Gg)
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Az R értékétol fiiggéen a G grafok harom osztalyba sorolhatok:

(i) Ha R= 2,34 vagy 5, akkor q)(X|GR,R =23,4,5)>0, azaz a gorbiiletek értéke nem-
negativ szam minden csucsban. Pozitiv gorbiilet kizardlag a centrumcsticsban, vagyis az
Xr=2, Xgr-3, Xg-4, illetve az Xg-5 csticsokban talalhat6. Példaul a Gs grafra vonatkozoan a
kumulativ gorbiiletre S(G;) = > ®(X,G;) = D(X,_;) =1/6 adddik eredményiil.

(i) Ha R=6, akkor (D(X‘G 0= ZCD(X,G ,) =0, azaz a Ge graf minden csucsanak gorbiilete
zérus.

(iii)) Ha R> 6 akkor CD(X|GR,R >6) <0, azaz a gorbiiletek értéke nem-pozitiv szdm minden

csucsban. Negativ gorbiilet kizarolag a centrumcstcsban van.

Erdekes kovetkezményként adodik, hogy ha R —oo, akkor lim ®(Xg | Gr )= - o, ami azt jelenti, hogy
a Gr grafoknak mindig létezik egyetlen olyan csticsa (az Xy centrum), amelyben a gorbiilet

tetszOlegesen kicsiny negativ szam lehet. (Minden mas csticsban a gorbiilet zérus).

3.2. Hg végtelen grafok osztalya

A Hg grafok sorozatat, ahol R>2 pozitiv egész szam, a 4. dbra Gtmutatasa szerint a kovetkezd modon
konstrualjuk. Kiindulasul tekintsiink egy R-oldalszdmu szabalyos sokszoget. A 4. dbran feltiintetett
modon helyezziink a szabalyos R-szog koré haromszogeket ,gylrliszeri” elrendezésben. A
haromszogekbdl allo gylirtik szamat fokozatosan novelve egy végtelen Hy graf adodik eredményiil, ez
egyetlen R-szogbdl valamint végtelen sok haromszogbdl all.

A

v

a) b)

4. abra. A Hy végtelen grdf konstrukcidjanak elve (a) és dudlis grafja (b)
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A Hg graf mindazon csucsaiban, ahol 6 haromszog talalkozik, a gorbiilet zérus. Az R-szam1 tobbi X

(G=1,2,...R) csucsban, amelyekben 4 haromszog és egy R-sz0g talalkozik a gorbiilet értéke
O(X;,Hy)=1/R-1/6
Ebbdl adodik, hogy a kumulativ gorbiilet
S(Hp)= D> ®(X,Hy)=®(Xy,H,)=1-R/6

XeV(Hg)

Az R értékétol fliggden a Hr grafok harom osztalyba sorolhatok:
(1) Ha R= 2,3,4 vagy 5, akkor cD(X‘HR,R =2,3,4,5)>0, azaz a gorbiiletek értéke nem-

negativ szdm az 0Osszes csucsban. Pozitiv gorbiilet kizardlag az R szamu X;
(j=L.,2,...R) csucsban van.

(i1) Ha R=6 akkor a gorbiilet minden cstcsban zérus, kovetkezésképpenS(H,) = 0.
(ii) ~ HaR>6 akkor ®(X[H,,R > 6) <0, azaz a gorbiiletek ért¢ke nem-pozitiv szim minden

csucsban. Negativ értékii gorbiilet csak az R-szdmu Xj (j=1.2,...R) csucsban van.

Megjegyezziik, hogy specialis esetként a Hs graf kumulativ gorbiiletére S(H;) = ZQD(X, H;)=1/6

adodik eredményiil. A 4.b dbra a He graf dudlis grafjat abrazolja. Ez utdbbi hat 6tszogbdl és végtelen
sok hatszogbdl all, és egyarant vannak pozitiv, negativ és zérus-gorbiiletii csucsai. Kdnnyen belathato,

hogy Hg dudlis grafjanak kumulativ gorbiilete ugyancsak zérus.

3.3. Tr végtelen grafok osztalya

A végtelen tesszelacios grafok egy kiilonleges osztalyat képezik azok a végtelen sikbeli grafok,
amelyekre az S(G)=1 azonossag teljesiil. Az ilyen tulajdonsagu grafokat ,egység-grafoknak”
nevezziik. A kovetkezékben megmutatjuk, hogy végtelen sok egység-graf 1étezik, tobbek kozott az an.
Tr grafok mindegyike egység-graf. A Tr grafok sorozatat, ahol R>2 pozitiv egész szam, az 5. abra
utmutatasa szerint a kovetkezd modon konstrualjuk. Kiindulasul tekintsiink egy R oldalszamu

szabalyos sokszoget.

Az 5. dbran feltliintetett modon a szabalyos R-szog koré helyezziink pontosan R szamu Otszoget
Lgylriszerll” elrendezésben. Az Otszogekbdl képzett gylr(it a tovabbiakban Ujabb zart gytrik
sorozatdval vessziik korbe, de ezek a gylrik mér 6-szogekbdl allnak. A hatszogek alkotta gytirtik
szamat fokozatosan névelve a Tr grafot kapjuk eredménytil. Mint megallapithato, a Tr grafok egyetlen
R-oldal szabalyos sokszogbdl, valamint R-szamt 6tszogbdl és végtelen sok hatszogekbdl allnak.
Valamennyi cstics harmadfoku, a csucsokra illeszked6 lapok oldalszamat tekintve a csiicsoknak négy

alaptipusa kiilonboztetheté meg, ezek a kovetkezok: (5,5,R), (5,5,6), (5,6,6) és (6,6,6). A megfeleld
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kumulativ gorbiileteket kiszamitva kozvetleniil adodik az S(Tr )=1 azonossag. Az R értékétdl fiiggden

a T grafok az alabbi osztalyokba sorolhatok:
/“\ A

)
Qe

a) b)

5. abra A Ty végtelen graf konstrukcidjanak elve (a), egy specidlis egység grdf (b)

i) Ha R= 2,3,...9, akkor (D(X|TR,R=2,3,...,9)20, tehat a gorbiiletek értéke nem-

negativ szam minden csticsban. Pozitiv gorbiilet van pontosan 3R szamu cstcsban.
Példaul R=9 esetében, pontosan 27 olyan csticsa van a Ty grafnak, amelyben a
gorbiilet pozitiv.

(ii) Ha R=10, akkor @(X|T10,R:10)20, a gorbiiletek értéke nem-negativ szam

minden csucsban. Pozitiv gorbiilet pontosan 20 csticsban van.

(ii1) Ha R>10, akkor pozitiv, negativ és zérus-értékii gorbiiletek egyarant eldfordulnak.
Negativ értéki gorbiilet pontosan az R-szamu (5,5,R) tipusi csucsban van, pozitiv
gorbiilet pedig pontosan 2R szamu, (az ( 5,5,6) illetve (5,6,6) tipusu) csticsban van, és

minden mas csticsban a gorbiilet zérus.
Az 5.b abran egy specialis tipusu egység graf lathatd, ennek sajatossaga, hogy négy pozitiv gorbiiletii

csucsa van. A kozépso csiicsban (ahol 3 haromszog talalkozik) a gorbiilet az elméletileg lehetséges

maximalis értékli, nevezetesen: 1-3/2+3/3 = Y.
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3.4. Ug végtelen grafok osztalya

Az Uy grafok sorozatat, ahol R>2 pozitiv egész szam, a 6. abra itmutatasa szerint a kovetkez6 modon
konstrualjuk. Kiindulasul tekintsiink egy R-oldalszamu szabalyos sokszoget, amelyet négyszogekbol
allo gytirtikkel vesziink korbe. A négyszogek alkotta gyliriik szamat fokozatosan novelve az Uy grafot
kapjuk eredményiil. Mint megallapithatd, az Ur grafok egyetlen R-oldali szabalyos sokszogbdl,

valamint végtelen sok négyszogbdl allnak.

6. abra Az Uy végtelen grdf konstrukciojanak elve

Minden Ur grafban pontosan R-szamt harmadfoku csucs van, és ezekben egy R-szog és két négyszog
talalkozik. Ebb6l adodik, hogy ezen R-szamu csticsban a gorbiilet pozitiv, értéke azonos, és 1/R —el
egyenld. Az Gsszes tobbi cslcs negyedfoki, ezekben a gorbiilet zérus, mivel minden ilyen cstcsban
négy darab négyszog talalkozik. A fenti meggondolasokbol kdzvetleniil adodik, hogy egy Ugr graf
minden csucsanak gorbiilete nem-negativ szam, és minden Ur graf egység-graf, amelyre teljesiil az
S(Ur)=1 azonossag. Az Ur grafok lényeges tulajdonsaga: mivel a pozitiv gorbiileti csticsok R szama
tetszOlegesen nagy véges szam lehet, kovetkezésképpen R novelésével elérhetd, hogy a pozitiv

gorbiiletii csucsokban a gorbiilet nagysaga (1/R) tetszélegesen kicsiny pozitiv szam legyen.

4. Nem-negativ gorbiiletii végtelen sikgrafok jellemzése

Azt a végtelen G tesszelacios grafot (sejtrendszert), amelyben pozitiv és zérus-gorbiiletii csucsok
egyarant el6fordulnak, de negativ gorbiiletii csicsok nem (kovetkezésképpen S(G)>0 teljesiil), nem-

negativ gorbiiletii grafnak (NNG-grafnak) szokas nevezni. A kiilonféle tipusi NNG grafokban

N
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talalhato pozitiv gorbiileti csicsok lehetséges M szamara becslés nem ismert. Azt azonban sikeriilt
igazolnunk az Ur grafok vizsgalatakor, hogy ezen NNG tipusu grafosztaly esetében M értéke
tetszOlegesen nagy véges szam lehet. Az NNG grafokra vonatkozd korabbi vizsgalatok egyik érdekes

eredményét a kovetkezo sejtés reprezentalja:

1. Sejtés : Ha a G tesszelacios graf NNG-graf, akkor ezen G grafban csak véges sok (M>1 egész

szamu) olyan cstcs létezik, amelyben a kombinatorikus gorbiilet pozitiv szam [7].

Tisztazatlan kérdés, hogy milyen nagy lehet egy NNG graf kumulativ gorbiiletének értéke.

Vizsgalataink alapjan a kdvetkez0 10j sejtést fogalmaztuk meg:

2. Sejtés: Ha egy G tesszelacios graf NNG graf, akkor ennek kumulativ gorbiiletére fenn all a
kovetkezd egyenldtlenség: 1/632(1)(X)<2. Egyelore még nem sikeriilt olyan NNC grafot

konstrualni, amelyben kumulativ kombinatorikus gorbiilet értéke 1-nél nagyobb lenne.
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