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Abstract

A less known procedure is presented to investigate blow up in polynomial ordinary differential equations. First,
solutions to linear and nonlinear — more precisely: polynomial — equations are compared with respect to their
domain. This comparison gives us important practical implications. Then a simple example illustrates the notion
of blow up, next a general formulation of the problem is given. The next section gives a theoretical result
providing a necessary and sufficient condition of blow up. Our own results follow: a new proof of a known result
based upon the methods presented, and the investigation of a concrete system using our Mathematica program.

Osszefoglalas

Az alabbiakban egy kevésbbé ismert eljarast ismertetiink a polinomialis kozonséges differencidlegyenletek
megoldasai felrobbanasanak vizsgalatara. A bevezetésben Osszehasonlitjuk a linedris és a nemlinearis —
pontosabban polinomialis — differenciadlegyenleteket, illetve azok megoldasait az értelmezési tartomanyuk
szempontjabdl, amibdl fontos gyakorlati kdvetkeztetések vonhatdak le. Majd egy egyszerli bevezetd példaval
illusztraljuk a felrobbanas fogalmat, és a kovetkezd fejezetben megadjuk az altalanos megfogalmazasat ezen
problémanak. Az ezt kovetd fejezetben pedig egy olyan elméleti eredményt targyalunk, amely sziikséges és
elégséges feltételt ad egy polinomalis rendszer megoldasainak felrobbanasahoz. Eztan pedig a sajat
eredményeimet mutatom be, egy jol ismert tétel Gjabb bizonyitasat, ami az elébbiekben ismertetett modszeren
alapul, és egy rendszer konkrét vizsgalatat, aminek szamitasait a sajatkezlileg Mathematicaban irt programmal
végeztem el.

1. Bevezetés
Jol ismert tény, hogy egy linearis, autondm kozonséges differencialegyenlet-rendszer teljes megoldasa

ugyanazon az intervallumon van értelmezve, mint maguk az egyenlet jobb oldalat definiald

egyiitthatofiiggvények. Ha példaul adott az X(t) = Ax(t) rendszer az x(0) = X, kezdeti feltétellel, ahol
AeR™ x, €R" és x: R —>R",neN, akkor a jobb oldal értelmezési tartoménya nyilvan t € R ;
a gyakorlatban altalaban megfelel a t € R, feltétel is, és ilyenkor nagyon jol hasznalhat6 a Laplace-

transzformacio (tranziens jelenségek). A megoldas az X(t) = XoeAt alakban 4ll el6, aminek lathatéan

szintén t € R az értelmezési tartomanya. Ez egy nagyon jol kidolgozott elmélet, a stabilitast és egyéb

tulajdonsagokat is belevéve igen sokat tudunk mondani altalanossdgban. Azonban, ha a jobb oldal egy

P(x)=>a,x*, Va, eR, a eNj 1)

polinom, ahol P:RR" — R", akkor konkrét esetekben nagysagrendekkel nehezebb a teljes megoldas

értelmezési tartomanyat meghatarozni, az altalanos esetre pedig ez hatvanyozottan igaz. Az pedig,
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hogy egy szimbolikus altalanos megoldast meghatarozzunk, az esetek tobbségében szinte reménytelen.
Hogy hogyan is alakulhat egy ilyen polinomialis kdzonséges differencialegyenlet megoldasanak

értelmezési tartomanya, arra nézziink egy egyszerl példat. Legyen

X(t) = ; X (1), X(0)=x, €R* @)

ekkor a jobb oldal egy alkalmas értelmezési tartomanya Q:=RxR". Az nyilvanvald, hogy az
t— X(t) =0, t e R fliggvény a differencialegyenletnek megoldasa. A fenti kezdeti érték esetén
viszont a megoldas a

2

te (_ ooin X(t) = |0 @)
XO

1-x2t

fiiggvény, aminek az értelmezési tartomanya nem egyezik meg az egész R halmazzal, hanem feliilrél
korlatos. Az nagyon jol latszik, hogy a kezdeti értéktol fiigg ez a korlat. Vagy egy gyakorlatibb
nézépontbol szemlélve, azt is szoktak mondani, hogy a megoldas felrobban — a jelenség neve az
angol szakirodalomban blow up. A felrobbanas is teljesen jogos kifejezés, hiszen gondoljunk bele,
hogy mi torténik akkor, ha ez a megoldas példaul egy kémiai reakcioban résztvevé anyag koncentraci-

ojat irja le. Most fogalmazzuk meg a felrobbanas fogalmat altaldnosan.

2. Az altalanos feladat megfogalmazasa

Tekintsiik a kdvetkezd rendszert: X = P o X, ahol X c RxR" fiiggvény, és P:R" — R" olyan poli-

nom, amely valds egyiitthatokkal rendelkezik. Vagy lokalis alakban: x(t) = P(x(t)). Ennek a rend-
szernek az altalanos megoldasa N szamu tetszéleges konstanst tartalmaz t +— x(t;C,,C,,...,C.) .
Legyen a kezdeti feltétel X(0) == X, , ekkor a megoldas felirhato a t > X(t; X, ) alakban. A megoldas
véges id6n beliil felrobban, ha létezik olyan t, € R"és X, € R", hogy barmilyen M € R -re van olyan

£>0,hogy: |t, —t| <& —>|x(t;X,)| > M, ahol |||| tetszleges norma.

3. AY -sorba fejtés modszere
Ez a modszer sziikséges ¢€s elégséges feltételt ad barmilyen polinomialis KDE megoldasanak

felrobbanasara.

X(t) = ¥(a, p,t)=r{a+iajréj, )

=
ahol r=(t-t), peQ", qeN ¢és a; pedig N;(<]) foka polinomja a log(t-t,)
kifejezésnek. Az az” kifejezés olyan vektort jelent, amelynek i-edik komponense ¢,z " . Ezt

asort ¥ -sornak hivjak.
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Tétel: Vegyiik az X =P o X polinomidlis — nem linedris — rendszert, ahol P:R" —R", tovibbd
tegytik fel, hogy a rendszer dltalanos megolddsa konvergens Y -sorba fejthetd. Ekkor a kdvetkezd két

allitas ekvivalens egymdssal:

" Létezik a kezdeti feltételeknek olyan X, < R" nyilt halmaza, amelyre VX, € X,
esetén van olyan t, € R", hogy Iim||x(t, Xo )” =+400;
t-t,

. Létezik egy W (at, p,t;C) dltaldnos megoldas.
Most lassuk, hogy ezt a sorfejtést, hogyan is kell elvégezni, illetve milyen feltételek mellett fog

felrobbani a differencialegyenelet megoldasa. ElGszor is az P vektortér dsszes lehetséges felbontasat
vessziik ugy, hogy a dominans tag megoldasa legyen az X = Pox egyenletnek az X = az" helyette-
sitéssel. Tovabba definidljuk az R:=—P'(e)—Diag(p) mitrixot, ahol P'(er) a Jacobi-matrix.

Ennek a matrixnak a sajatértékeit nevezziik rezonancidknak (Spec(R) ). Tovabba a vizsgalodas miatt

definialjunk egy G halmazt ugy, hogy G = {(a, p)|SpeC(R)e(R+)n1U{—l}} , és (a, p) par

A

olyan, hogy kielégiti az X =P oX egyenletet. A vizsgalatot a kovetkez6 két allitas alapjan lehet

elvégezni:
= a felrobbands nem kovetkezik be semmilyen kezdeti feltételre, ha «a¢R"
Y(a, p) eG;
= legfeljebb olyan kezdeti feltételek mellett kovetkezhet be robbands, amely kezdeti
feltételek a fazistérnek éppen abban az ortansadban vannak, amelyikben teljesiil, hogy

x, € X, < R" sign(x,) =sign(e) , illetve amelyekre ez nem teljesiil, azok szintén

nem robbanak fel.

4. Alkalmazasok

4.1. Linearis rendszer

JOl ismert allitast mondunk most ki és bizonyitunk be az itteni modszerekkel. Tekintsiik az
X = AX elsérendli linearis rendszert. Ez a rendszer semmilyen valds kezdeti értékre nem

robban fel.

Bizonyitds: végezziik el az X = art® helyettesitést: p*ar”" = Aar®, ahol a * miivelet a vektorok
n

elemenkénti szorzasat jelenti. Innen kapjuk a kovetkezd egyenleteket: p; = Zaij és p=p-1,
i=1

amibol az utébbi ellentmondas, igy nincs megfeleld (a, p) par, tehat a megoldasok semmilyen

kezdeti értékre nem robbanak fel. m
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4.2. Van der Pol-oszcillator

Az oszcillator egyenlete: X — p(1— XZ))'( +x =0, amit atirva egyenletrendszerré kideriil, hogy

egyetlen egy (a, p) par van, amelyik kielégiti a mar emlitett egyenletet, viszont ezekhez a
rezonancidk nem megfeleldek, igy nincs olyan kezdeti érték, amelyre a megoldés felrobbana, ahogy
azt eddig is tudtuk. Viszont, ha periodikusan perturbaljuk az egyenletiinket, azaz
K(t) — 21— x> (£))X(t) + X(t) = acos(t) , ez az egyenlet szemmel lathatban nem autondém és nem is
polinomialis, 4m ezen lehet ,,segiteni’’ az atviteli-elv alkalmazasaval és a COS(t) sorbafejtésével,

2

YA
ekkor: x=y, V= u(l—x?)y—x+ a(l—?} Z=cC. Ehhez a rendszerhez kat megfeleld (a, p)

par van, amihez a rezonanciak is megfeleléen alakulnak, igy tovabb vizsgalodhatunk. Ugy tiinik, hogy

a perturbacio, megvaltoztatta a rendszer felrobbanasra valo hajlamat, nézziik hogyan. Ha pueR™,

akkor semmilyen kezdeti értékre nem robban fel a megoldas. Ha g € R™, akkor viszont a felrobbanas
olyan kezdeti értékekre bekovetkezhet, ahol a kezdeti értékek eldjele sorra megegyezik az o vektor

komponenseinek eléjelével, ami a C el6jelétdl fliggden lehet {i,i,+} vagy {i,i,—}.

6. Kovetkeztetések / Osszefoglalé

A dolgozat legfébb célja az volt, hogy bemutasson egy fontos modszert a polinomidlis kdzonséges
differencidlegyenletek megoldasai felrobbanasdnak vizsgalatira. Egyik jovobeni feladat a
Mathematicaban irt program tovabbfejlesztése, vagy akdr egy kiillon csomag megirdsa erre a
problémakorre. A dolgozatban nem tértiink ki a divergencia negativitdsara és alkalmas Ljapunov

fliggvények 1étezésébol levonhato kovetkeztetésekre.
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