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Abstract

The design process of telecommunication networks often uses graph theory as an efficient modeling paradigm.
The nodes and possible links of the network are represented by a graph G. When a connected network is to be
designed, the aim is to find a spanning tree T of input graph G. Many of these problems have an objective
function based on the node-degrees of T. This model is extremely useful while designing networks where the cost
of devices to install depends highly on the needed routing functionality (ending, forwarding, or routing a
connection). In this paper we consider three closely related problems of this kind: Minimum Leaf Spanning Tree
problem, Maximum Internal Spanning Tree problem, and Minimum Branching Spanning Tree problem. All of
these problems are generalizations of the Hamiltonian path problem as a Hamiltonian path of the input graph G
(if exists) provides an optimal solution for all of them. As a result all three problems are NP-hard and so it is very
unlikely that exact polynomial time algorithms can be developed for them. Research activity on this topic focuses
on creating approximation algorithms which provide ,,good enough” solutions in polynomial time. In this paper
we survey the known approximability results on the above problems. The approximation algorithms can be used
in network design either to directly solve problems or to build up efficient solution heuristics.

Osszefoglalas

A tavkozlési halozatok tervezésekor az egyik leggyakrabban hasznalt modellezési paradigma a grafelmélet. A
megtervezendd halozat csomopontjait és lehetséges dsszekottetéseit egy G graf irja le. Amennyiben a célunk egy
Osszefliggd haldzat kialakitasa, tulajdonképpen ebben a G input grafban kell egy T feszit6fat talalnunk. Sok
konkrét halozattervezési feladat esetében a T megoldas josagat leird célfliggvény a T feszitéfa fokszamaitol fiigg.
Ez a modell igen hasznos példaul abban az esetben, amikor a halézati csomopontokba elhelyezendd eszk6zok
koltségét a toliik megkovetelt funkcionalitas (kapcsolat végzddtetés, adat tovabbitas, Utvonalvalasztas) hatarozza
meg. A jelen dolgozatban harom olyan problémat ismertetiink, melyek a fokszam-alapt feszit6fa optimalizalas
témakorébe tartoznak: a MINIMALIS LEVELSZAMU FESZITOFA, a MAXIMALIS BELSOPONT-SZAMU FESZITOFA és a
MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA problémakat. Ezen problémak mindegyike a Hamilton-Ut keresés
altalanositasa (tehat NP-nehéz), ezért nagyon valdsziniitlen, hogy a kézeljovében egyszerre egzakt és hatékony
algoritmust taléljunk megoldéasukra. A témaban foly6 kutatésok egyik f6 iranya épp ezért gyors és ,,elég pontos”
kozelité algoritmusok megalkotasa. A jelen dolgozatban dsszefoglaljuk a fenti harom problémara jelenleg ismert
kozelitéseket. A hivatkozott algoritmusok kozvetlen hasznukon tal ahhoz is hozzajarulnak, hogy a
haldzattervezés problémainak megoldasara a jovoben hatékony heurisztikakat talaljunk.

Problémafelvetés: optikai halozatok és feszitofak

Az optikai alapu telekommunikacids haldzatokban igen elterjedt az Ggynevezett hulldmhosszosztasos
multiplexalas (Wavelength Division Multiplexing - WDM) hasznalata. A technologia Iényege, hogy a
kiilonb6z6 tovabbitandd adatcsomagokat egyazon optikai szdlon, de kiilonb6z6 hullamhosszu jellel
tovabbitjak. Ezaltal jelentés savszélesség novekedés érhetd el, azonban az egyes halozati

csomoépontokba keriilé eszkozoknek képeseknek kell lennitik a kiillonb6z6 hullamhosszok kezelésére,
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adatcsomagok hozzéaadasara, illetve lecsatlakoztatasara. Ezek a forgalomiranyitds szempontjabol
fontos funkcidk tisztan optikai eszkdzdkkel egyaltalan nem vagy csak igen dragan valdsithatok meg.
A kapcsolddo halozattervezési feladat a kovetkez6: adottak a csomoépontok és a koztiik 1€vo lehetséges
linkek (példaul a mar meglévé optikai szalak). Ugy kell elhelyezni a kiilonboz6 eszkozoket és
megtervezni a forgalomiranyitast, hogy a lehet6 legkevesebb helyen legyen sziikség draga eszk6zokre
(amelyek képesek az adatcsomagok lecsatlakoztatasara és hozzaadasara) [1]. Célunk a probléma minél
precizebb matematikai kezelése. Ehhez a kovetkez6 modellt hasznaljuk: adott egy G input graf, ennek
cslcsai reprezentaljak a haldzat csomdpontjait, mig élei a lehetséges linkeket. A feladat megadni G
egy olyan T feszitéfajat, amely a lehetd legkevesebb nagyfokii csticsot tartalmazza. Egy cstics
nagyfokd (vagy méas néven eldgazas), ha fokszama T-ben legalabb harom. Vegyik észre, hogy a
megtalalt T feszitéfa éppen a végiill megvaldsitott minimalis Osszefiiggd halozat modellje, és ebben
éppen a nagyfoku csucsokban van sziikség draga, forgalomiranyitasra is képes eszk6zok hasznalatara.
A jelen dolgozat célja dsszefoglalni az errdl a feladatr6l és néhany rokon feszitéfa optimalizalasi

problémarol ismert eredményeket.

A dolgozatban emlitett feszit6fa optimalizalasi feladatok kozos jellemzoi az aldbbiak. A probléma
bemenete valamennyi esetben egy Osszefliggd G graf, a lehetséges megoldasok pedig G feszit6fai. Egy
konkrét T feszitéfa josagat a feladatra jellemzO célfiiggvény hatarozza meg. Esetiinkben ez a
célfuggvény kizardlag T pontjainak fokszam-eloszlasatol fiigg. Harom ilyen problémat tekintiink at
részletesebben. A MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA probléma [2,3] esetében minimalizalando
a feszitéfa elagazasainak (legalabb harmadfoki csucsainak) szama. A MINIMALIS LEVELSZAMU
FESZITOFA probléma esetében minimalizalando a feszitéfa leveleinek (pontosan elséfoku cstcsainak)
szdma. A MAXIMALIS BELSOPONT-SZAMU FESZITOFA probléma [4] esetén maximalizalandd a
feszitéfa belsé pontjainak (legalabb masodfokt csticsainak) szdma. Konnyl észrevenni, hogy az
utobbi két probléma ugyanannak a feladatnak két megfogalmazasa. Ezen megfogalmazasok az
optimalizalas szempontjabdl ekvivalensek. Amikor a levelek helyett a bels6 (levelektdl kiilonb6zd)
pontokat szamoljuk, akkor valdjaban a célfliggvény komplementerét képezzilk. Ez a két rokon
probléma nemcsak formailag kiilonb6zd, de kozelithetdségi szempontbdl is igen eltérden viselkedik.

Valamennyi fenti probléma k6zos jellemzdje, hogy az optimdlis megoldasa (amennyiben létezik ilyen
a G grafban) egy olyan specialis feszit6fa, amely egyetlen utbol all (azaz két elséfoku pontjat kiveve
minden pontja masodfoka). Az ilyen specialis feszitéfa neve Hamilton-Ut. Annak elddntése, hogy az
adott G graf tartalmaz-e egyaltalan Hamilton-utat, a kombinatorikus optimalizalas egyik legismertebb
NP-teljes probléméja [5]. Jelenlegi ismereteink szerint igen valésziniitlen, hogy hatékony algoritmus
adhato a feladat megoldasara. Ebbdl kovetkezik, hogy a jelen dolgozatban targyalt problémak is NP-
nehezek. Epp ezért nem varhatunk olyan algoritmust, amely hatékonyan és egyszersmind optimalisan

oldja meg Oket. A gyakorlati felhaszndlhatosag miatt a hatékonysaghol nem engedhetiink, igy az
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optimalitast kell felvaltsuk egy matematikailag kezelhetd és behatarolhatd pontatlansaggal. Amint az
ilyen esetekben szokas, kozelit6 algoritmusokat adunk a feladatok megoldasara. Ezaltal hatékony és

az optimdlishoz elegendden kdzeli megoldasokat nyeriink.

Ismert kozelitések a feszitéfa optimalizalasi problémakra

Miel6tt  ismertetjik a fent definidlt problémak megoldasara jelenleg ismert kozelitéseket,
emlékeztetjlik az olvasot a kozelitd algoritmusok josaganak mérésére hasznalatos approximacios
faktor fogalméara. Legyen adva egy P optimalizalési probléma, illetve egy ennek megoldasara szolgalo
A kozelité algoritmus. Azt mondjuk, hogy A egy f-kozelité algoritmus a P problémara, ha P
tetsz6leges | inputjara az algoritmus az optimalis megoldasnal legfeljebb f-szer rosszabb megoldast

szolgaltat. EKkor az approximacios faktor f.

Els6ként tekintsik a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA problémat. Ez a probléma
kozelithetdség szempontjabol is nehéznek bizonyult. A bonyolultsdgelmélet jelen allasa szerint
ugyanis nem létezik ra olyan kozelitd algoritmus, melynek approximacios faktora jobb, mint log n,
ahol n az input graf pontjainak szama [3]. Egyel6re nyitott probléma, hogy ez az approximacios faktor
elérheté-e egyaltalan minden esetben. Ismert egy olyan kozelité algoritmus [3], amely log n
nagysagrendli approximacios faktort garantal az olyan input grafok esetében, amelyekben minden
pont foka legaldbb cn (ahol c konstans). Az algoritmus mohd stratégiat kdvet, mindig a lokalisan
legnagyobb fokszamii pontban épiti tovabb az aktualisan meglévé feszitéfat. Gargano és tarsai [2]
szintén az egyenletesen siri grafokban alkalmazhaté algoritmust adtak az elagazasszam

csokkentésére.

Mivel az elséfoka pontok (levelek) szama feliilrél korlatozza a nagyfoku pontok szamat, ezért ez
utobbi mennyiség csokkentése elérhetd ugy is, hogy a feszitofa megkonstrualasa soran a levelek
szamaét igyeksziink minimalizalni. Sajnos azonban a MINIMALIS LEVELSZAMU FESZITOFA probléma is
nehezen kozelithetd. Lu és Ravi belattak [6], hogy jelen bonyolultsagelméleti tudasunk szerint nagyon
valdsziniitlen egy olyan kozelitd algoritmus létezése, amely ezt a problémat konstans approximacios

faktorral oldja meg.

A MAXIMALIS BELSOPONT-SZAMU FESZITOFA probléma optimalizacidés szempontbol ekvivalens a
MINIMALIS LEVELSZAMU FESZITOFA problémaval, azaz ugyanazon feszit6fak alkotjak az optimalis
megoldasok halmazat. Erdekes, hogy mig az utobbi probléma nehezen kozelithetd, addig az elSbbire
léteznek hatékony kozelitd algoritmusok. Salamon és Wiener [4] egy mélységi bejarason alapuld
hatékony kozelitd algoritmust adott a MAXIMALIS BELSOPONT-SZAMU FESZITOFA problémara,
melynek approximacios faktora 2, azaz az algoritmus altal megtalalt feszitéfanak legalabb fele annyi

belsé pontja van, mint az optimalisnak. A jelenleg ismert legjobb approximacios faktor 7/4 [7]. Azt
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ezt eléré algoritmus egy kezdeti feszitéfabol kiindulva folytatélagosan alkalmaz néhany egyszerii
lokélis javitolépést. Minden Iépés hozzajarul a levelek szamanak csokkentéséhez, azaz a bels6 pontok
szdmanak ndvelésehez. Ugyanezen algoritmus alkalmazhatd a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU
FESZITOFA problémara is. Bar ezt a problémat tekintve nem ismeriink matematikai korlatot a kozelités

josagara, futasi tesztek alapjan az algoritmus hatékony heurisztikanak bizonyult.
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