DOI: 10.36243/fmtu-2008.57

XIII. FIATAL MUSZAKIAK
TUDOMANYOS ULESSZAKA

Kolozsvar, 2008. marcius 14-15.
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Abstract
The main objective of the present paper is to establish the fundamental solutions for a thin plate assuming a
constant in plane stress state due to the loads applied in the middle plane of the plate.

Osszefoglalas
A jelen cikk célja az alapmegoldasok, és a lehajlas szamitasara alkalmas integralegyenletek eldallitasa, ha olyan
terhelés miikodik a lemez sajat sikjaban, amelynek hataséara konstans fesziiltségi allapot alakul ki a lemezben.

1. Bevezetés

Peremelemes megoldasokat lemezstabilitasi problémakra kiilonbozé feltevések mellett tobb szerzo
publikalt[1, 2, 3 ,4, 5].A felsorolt tanulmanyok k6z6s jellemzbje, hogy a lemez sikjaban miikodo és a
stabilitasvesztést okozd terhelés tartomanyi integralban jelenik meg a peremelemes formalizmusban.
Ez az integral kétféleképpen kezelhetd, (a) tartomdnyi elemek felett végzett numerikus integralassal
(b) a tartomanyi integral alkalmas transzformacioval peremre térténd kivitelével. A jelen cikk 6 célja
az alapmegoldésok, és a lehajlas szamitdsara alkalmas integralegyenletek eldallitasa (két ilyen egyen-
letre van sziikség), ha olyan terhelés miikodik a lemez sajat sikjdban, amelynek hatasara konstans

fesziltségi allapot alakul ki a lemezben.

2. A feladat egyenletei

A tanulmany Kartéziuszi (x,y,z) és gorbevonal( koordinatarendszert (x', X%, x’=z) és € '=s, & *=n, &
3=7) alkalmaz: s az ivkoordinéta a peremgérbe mentén, n a peremgdrbére merélegesen mért normalis.

Az x*= £°=z=0 koordinata feliilet egybeesik a lemez kdzépsikjéval.

1. dbra. Koordinata rendszerek a kdzépfellleten és a peremen
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Karteziuszi KR-ben ey.e, €s e, a bazisvektorok. Ha sikbeli gérbevonalt KRt hasznalunk, akkor egy
akkor a gorog indexek 1 és 2 értékiiek, g™ a metrikus tenzor. A z iranyd elmozdulast w jeldli a
kozépfelllet P, pontjaban. A lemez S* tartomanya az x,y koordinata sikban az <L gorbével hatarolt.

Ez utdbbi sima a véges szamu K sarokpontokon kivil. A feladat differencidlegyenlete
hE1AAwW — fAw=p. . (2.1)
ahol

2 g2
N = ) — Il b A — @
Il = ..-12_. El—E(]. —fr":l__ &= _ﬂl'z _.i':lyz

Itt b a lemezvastagsa, E a rugalmassadgi modulus,a Poisson sam, f a terhelési paraméter, p , a

(2.2)

kozépfeliletre merdleges terhelés. Az M, hajlitonyomaték, a V, nyirder6 és a csavardnyomaték a

8w 8w ) . & . .
Mn = —1LE, (W + r/m) ¢ Vo= E1—-Agw. (2.3)
& w
Jll'.l!':rg[ ——IlEltl —f/:l Anfis INZ.]:I
kepletekkel szamithatd. Kdvetkezésképp a peremfeltételek a sima peremiven
Ma=0 VAEY — % = i2(8) (2.5a)
és
hw
Van — fﬁ =0 VAEY w= s, (2.5h)
alakuak, ahol w(s) és ¢(s) az elmozdulas és szogelfordulas el6irt értékei a perem mentén.
3. Somigliana identitas
A (2.1) egyenlet a
M +basN = 15" =0 (3.1)
egyenlet specialis esete, ha abban elvégezzik az alabbi helyettesitéseket
Nof = _ g™ bog = wjjas. b =p: (3.2)
P = E‘-‘“S‘h'”x, W = W[ |ws  Huy = —ﬁ,-;”-\ ’ (3.3)
1—
M = I EL pg™ g™ + Tv (8™ + a7 g™ ) | Kur (3.4)
_go:l,uq-

és egyenesvonal( KR-re tériink at. Itt p,=b® a kozépfeliiletre meréleges terhelés siirtisége, w=w" z iré-
nyl elmozdulés a kozépfelileten, b, a gorbuleti tenzor, M, az éInyomatékok tenzora, N a sikbeli

¢lerdk tenzora, a kovarians a két parhuzamos vonalkat kovetd gorog index jel6li.
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2. dbra. Az S* tartomany és az L peremgdrbéje téréspontokkal
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Legyen u kellen sokszor differencialhatéd skalarmez6. Kimutathato, hogy

L (M5 L o(w) +basN*F(w)) udS = hEx _[H 4] 30 0 c15+ffqu 0“0y 2 A S+

jg[nn'nf““”4+ Ma M= ‘.| fﬂag‘“*tu”_g

=8 fun du - e it+1 .
ﬂds_,(é_- Mo M (h)ﬂsads—lzﬂ oM (u)ESﬂi (3.5)

A w uésu w betlicseréket kovetd kiilonbségképzéssel adodik a Somigliana identitas:

[q+ (M5 0 () + f0™ Py 0a ) wdS — [“ (M8 alu) + Fguy e ) wdS =

_ ad ’ d e cefd, a2 d ad ol y
_ﬁ_[nﬂm llj(m)+af\nnh{ l:i‘.t]?._a)—fﬂﬂg tL”:,] ﬂd.g_jé [nn,'.-r ||a(“3'+$(“~*"“' l:tt:lzlg:]—_fnﬂg )9 | wds—

_ 5{ nn.';-r“*(u-)m%ds + 5{ nc.h-r“*(u)m%ds _ gl naM " [?.L:)B_gu‘:+1 +§ e M3 (u)t aw i+1 (3.6)
4. Elsorendii alapmegoldas

Legyen Q(&n) és M(x,y) a kdzépfelulet két pontja: forraspont és hataspont. A két pont tavolsagat R,
az M pont Q pontra vonatkoztatott helyvektorat r=r.e,+rye, jeloli. 3(M-Q) a Dirac fliggvény. A

Afdw— kw) =6M-Q)/D, D=LE,, H¥=f/D=0 (4.1)
DE megoldasat - itt a derivalds az M pontra vonatkozik, U(M,Q)-val fogjuk jel6lni, és els6rendii

alapmegoldanak fogjuk nevezni. lgazolhatd, elhagyva a részleteket, hogy az alapmegoldas

1 1 1
UM, Q)=U(R) = 5= (—. InR— 1) : (4.2)
alaku. Ennek normaliranyu derivaltjat szintén alapmegoldasnak nevezziik:
_dUR) 1 1k ] Rl )
GOM.Q) == = — (zﬂﬁ— 4'{1(&3)) L (4.3)

5. Somigliana képletek

Tegyik fel hogy alkalmazzuk a Somigliana identitast az S* tartoméanyra, feltéve hogy (a) Q belsé pont,
(b) helyettesitjuk U(M,Q)-t u(M)-val. Megjegyezzilk, hogy egy Q kdzéppontl R, sugaru kort kizarunk
az S" tartomanybol és az identitas hatarértékét kell venni ha R, tart zérushoz. Elhagyva a hosszadalmas

részletszamitasokat, kapjuk :

‘ d
w(d) = j’:ﬂ {nc.h-f“-ﬁ_s (w(Ma)) + 1 [nm'ur“ﬁ (w(Ma)) r_,g] T H(MOJ} UiMo, Q)dsar, —

_jﬂ[nah[ “S( (Mo, Q)+ o (nuh[“‘ﬂl:t-’{h[ Q))ESJ fnng*ﬂ{,-‘”S(Mﬂ.Q)] w(M,)dspr,

U (M.. Q) Bw(Mo

]
dsps
&n an

_ }" o MR w(M, Y ina de + j‘{ 1o M (U (M., Q)Ing
s L

= na P (whal (Mo, Q)| 43 na b S (UM, Qesu| T + [S L UOLQp-(M)iSy Qe ST (5.)
i=1 .

i=1

Ez az egyenlet valdjaban egy reprezentécios tétel. Ha ismerjik a w(My) elmozdulasmez6t, valaminta a
d w(Mg)/dn szdgelforduldsmezét, a
M, = Jaa;’lfaﬁ{ttri:’lfojjrrﬁ

hajlitonyomatékot és a

d .
Vi = ng M° ||3HfLUo]J+_d ng M? (w(Ma) Jf,j] Frag™ 1c'||,3£:”o)
g
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nyiroer6t akkor az elmozdulas w(Q) értéke az (5.1) képlettel szamithato. Ha a Q=Qq a peremen van,

akkor az (5.1)re vezeté gondolatmenettel adodik, hogy

w(Qo)eu(@0) = §, {nnn-f“-ﬂ_s (1)) + T [ (M) 2] - fnugﬂf'w“dl:rrro:u} UM, Qu)dsar, -

-1,

<X T d (=1 T or I3 !
M -ﬁﬂ(L(M.,_.Qo)) +4 (nmw -5(1,(,145,@0));_3) — fhag -SL-”_S(M.,.QOJ] wiMo)dsar,

Mds + j{) M= (U Mo, Qo) Ing
an r ’

Sw(M.)
denr —
o Ma

_ j"( naM B (w(M.n g
2 )

n i1 n i i1 .
=3 naMF (witalU (Mo, Qo)+ n&;'uf“‘-‘g({,'(h*}'o,Q]l)z_;]u" +fq+ UM, Qale=(M)dSy ol (52)

i=1 i=1

ahol c,(Qo) 0.5, ha a gorbe sima, ellenkez6 esetben fiigg a Qo pontban levd két érintd altal bezart szog-
tél. Mivel ismeriink két peremértéket a gérbén, tovabbi egyenletre van sziikség. Ez az egyenlet az

(5.2) alatti gondolatmenet ismétlésével kaphaté meg, ha az U(M,Q)-t helyére G(M,Q)-t gondolunk..

6. Kdvetkeztetések

A 6 célkitiizésiinkkel dsszhangban meghataroztuk az alapmegoldast vékony a sajat sikjaban terhelt
vekony lemezre. Az alapmegoldas ismeretében méd nyilik (a) a kritikus terhelés meghatarozasara, és

(b) a terhelés rezgésekre gyakorolt hatasanak vizsgalatara.
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