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Abstract

A large part of technical operations are in connection with the flow and mixing of fluids. These processes are
described by the equations of flow. The knowledge of laws of flow is very important for engineers, because
these laws determine the heat- and mass transfer processes, characteristics of chemical reactions and the energy
losses to a great extent. Major losses of energy in a flowing system are the direct result of fluid friction in
systems. In this article the Fanning’s friction factor was generalized. The energy losses or pressure drop in
flowing systems, e.g. flow of fluids in pipes or ducts, motion of particles in fluids or flow around immersed
objects, mixing of liquid, flow of fluids through packed bed or porous media, fluidization and filtration, can be
calculated by Fanning-Blickle’s friction factor.
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Osszefoglalas

A miiszaki folyamatok nagy része kapcsolatban van a fluidumok 4&ramlasaval és keverésével. Ezeket a
folyamatokat az aramlasi egyenletek irjak le. Az aramlasi torvények ismerete fontos a mérnokok szamara, mivel
ezek a torvények meghatarozzak a ho- és anyagatadasi folyamatokat, a kémiai reakciok jellemzoit és a folyamat
energia veszteségeit. Az aramld rendszerekben az energia veszteség dontd részét kozvetlenill a fluidum
surlodésa okozza magédban a rendszerben. Cikkiinkben a Fanning-féle surlddasi tényez6t altalanositjuk. Az
aramlo rendszerekben az energiaveszteséget meghatarozhatjuk a Fanning-Blickle strlodasi tényezd
bevezetésével. Ezek az aramlastani miiveletek lehetnek példaul a fluidum aramlasa cs6ben vagy csatornaban,
részecskék mozgasa fluidumban vagy a koriilaramlott test, a folyadékok keverése, fluidumok aramlasa toltott
oszlopon vagy pordzus anyagon, fluidizaci6 vagy a szlrés.

Kulcsszavak:
fluidumok aramlasa, Fanning-féle strlodasi tényez0, nyomasesés aramlé rendszerekben

1. Bevezetés

A mtuszaki folyamatok nagy része kapcsolatban van a fluidumok aramlasaval, és keverésével. Ezeket a
folyamatokat az aramlastan egyenletei irjak le. Az aramlastan térvényei azért fontosak, mert ezek a
torvények jelentésen meghatarozzak az ipari késziilékekben lejatsz6do ho- és anyagatviteli
folyamatokat, valamint a kémiai reakciok jellegét is. El6adasunkban, a miiszaki rendszerekben
eloforduld aramlés energiaveszteségeinek egységes értelmezését adjuk meg a Fanning-Blickle

surlodasi tényezo bevezetésével.
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2. A fluidum aramlas energiatétele
Navier-Stokes egyenlet, az aramlastan alapegyenlete, ami a mozgasmennyiségre (impulzusra) adja
meg a megmaradasi tételt és vektor differencialegyenlettel felirt alakja [1], [5]

@wvv:g—lv}wnvzv , (1)
ot p

ahol p a tomegstiriséget, vV a sebességvektort, 1 a dinamikus viszkozitast, p a nyomast, t az idot €s

V a nabla vektort jeloli.
A (2) egyenlet analitikusan csak néhany specialis esetben integralhato. Ilyen eset példaul az idealis

newtoni fluidumok stacionarius aramlasa nehézségi erétérben. Ekkor a Bernoulli-egyenlethez jutunk:

2
zZgp+p+ VP _ konst. )

A redlis fluidum éaramlasakor a fluidum viszkozitasa miatt fellépd surlodd erdkkel szemben a
fluidumnak munkat kell végezni. Azért, hogy a Bernoulli-egyenlet reélis fluidumokra is érvényes
legyen, a cs6hidraulikdban Fanning és Darcy a (2) egyenletet kiegészitették egy Ap, veszteségtaggal,

és ha vi=v, =v, akkor

L v’p L v’p
(Zl _Zz)pg+p1 —p, = XBT = 4f57 =Ap,, (3)

A Fanning altal megadott csdsurlodasi tényezét altalanositjuk, és bevezetjilk az f;, Fanning-Blickle

ellenallasi tényezot, amellyel a miiszaki rendszerekben az aramlasi veszteségeket egységesen tudjuk

értelmezni:

F

fip = )
Si
p2

Az (4) egyenletben Fy a karakterisztikus er6t, cs6hidraulikaban az F, surlodo erdt, koriillaramlasnal az

Fys kozegellenallasi erdt, S a nyomdasveszteség 1étrejottében szerepet jatszo feliiletet, értelemszertien

bels6 aramléasnal S; a strlodo feliiletet, koriilaramlasnal az S iitk6zo feliiletet jeloli.

3. A fluidum aramlas altalanos jellemzése

A fluidumok aramlésat a Reynolds- szammal jellemezziik. A Re-szam a tehetetlenségi- és a viszkozus
er6k hanyadosa. Minden aramlasi folyamathoz tartozik egy kritikus Reynolds-szam, Re,. Ha Re<Re
akkor az aramlas laminaris, ha Re>Re,, akkor az aramlas atmeneti, és ha Re>>Re,, akkor az aramlas
turbulens. Valamennyi aramlasi folyamatra érvényesek az alabbi szempontok:

1. A kiilonb6zé hidraulikus miveletek Re-szamait a csohidraulikdban ismert Re-szamok
altalanositasaval adjak meg.

2. Laminaris tartomany végét a kritikus Re-szam jellemzi.
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3. Laminaris és turbulens tartomanyok nem valnak el élesen egymastdl, a két tartomany kozott
helyezkedik el az 4&tmeneti tartomany.

4. A kiilonb6z6 aramlastani miveleteknél a folyamatokra jellemzd Re-szamok nagysagrendekkel is
eltérhetnek egymastol. A kiilonb6z6 hidrodinamikai folyamatokban az dramlési tartomanyok nagysaga
és a kritikus Re-szamok kozott nincs kdzvetlen_dsszefiiggés.

5. Laminaris tartoméanyban az energia veszteségeket a laminaris dramlas alapegyenletébol, a Hagen-
Poiseuille egyenletbdl, vagy a Stokes-torvénybdl kozvetleniil szamithatjuk.

6. A turbulens tartomanyban az Aaltalanositott keveredési tényezd (diffuzids allandd, hoévezetési
tényez0, dinamikus viszkozitas) jelentdsen megnd, ezért a turbulens aramlasnak ipari jelentdsége van.
7. Az energiaveszteség laminaris tartomanyban, tobbek kozott a fluidum viszkozitasatol és a fluidum
sebességétol fiigg, de nem fiigg a fluidum strliségétdl. Stokes-féle surlodas 1ép fel és surlodo erdk
jelennek meg.

8. Turbulens tartoméanyban az energiaveszteség a fluidum siiriiségétdl és a sebesség négyzetétol fiigg,
de nem fiigg a fluidum viszkozitasatol. Newton-féle surldédas 1ép fel és tehetetlenségi erdk jelennek
meg.

9. Atmeneti tartomanyban a surlédo- és a tehetetlenségi erdk egyidejiileg vannak jelen.

10. Az egyes hidraulikus miiveletek veszteségtényezoit a miivelethez tartozd Reynolds-szam
fliggvényében adjak meg, az esetek tobbségében dimenzidanalizissel eldallitott, tgynevezett kritérialis
vagy félempirikus egyenletekkel. Ezek az egyenletek laminaris, atmeneti €s turbulens tartomanyokban

is kiilonbdznek egymastol.

4. Miiveletek veszteségtényezoi

A miszaki rendszerekben végbemend valamennyi hidraulikus folyamatra a Fanning-Blickle ellenallasi
tényezovel egységesen tudjuk definidlni az aramlasi veszteségeket. A leggyakrabban alkalmazott
dramlastani miivelet: aramléds csévezetékben, iilepedés (koriilaramlott test), keverés, aramlas toltott
oszlopon, fluidizacio és a sziirés.

4.1. Aramlas csévezetékben

Fontos ipari feladat a fluidumok szallitasa cs6vezetékben. A csohidraulikdban a Fanning-Blickle

ellenallasi tényezo:

( B )Dzn
f — Fs — pl p2 4 — (pl _pZ)D — Apv D (5)
FB 2 2 2 2"
SpY DrLo Y- 2Lpv L 2pv

A (5) egyenletben a karakterisztikus er6 az F; feliilettel parhuzamos surlodo erd (surlodo feliilet és a
surlédasi nyomasveszteség szorzata), és az egyenletb6l a p;-p,=Ap, nyomasveszteség egyszeriien

kifejezhetd. A strlodasi tényez6t a Re-szam, Re=vDp/m fiiggvényében adjak meg, a mar emlitett
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kritérialis egyenletekkel. [1], [2], [3], [4]. Laminaris aramlasnal (Re<2300) a surlodasi tényezét a
Hagen-Poiseuille egyenletbdl is kdzvetleniil megkaphatjuk, frg=16/Re.

4. 2. Koriilaramlott (iilepedd) test

Ha a kozeg (fluidum) kdriilaramolja a testet, vagy a test haladé mozgast végez a fluidumban, akkor
kozegellenallasrol beszEliink. A kozeg akadalyozza a részecske mozgasat. A részecske iitkdzik és
surlodik a kozeggel. A surlodasi feliiletet altalaban nem tudjuk meghatarozni, ezért a kdzegellenallasi

er6t, az litkozési feliilettel fejezziik ki:

2 2 2 2
Fq =suV—p+f..suVTP=(1+fﬁ)sﬁVTp=cdsﬁV—p. (6)

(4] u u-u
2

A (6) egyenletben f; az iitkozés ellenallasi tényezdje és 1+f;=C,4 kozegellenallasi tényez6. Atrendezve
a (6) egyenletet, a (4) egyenlettel analog Osszefiiggéshez jutunk, és felfoghatjuk, mint a Fanning-

Blickle ellenallasi tényez6 specialis esetét:

F..
Cd :$:fﬂ3~ (7

v2
S |p—

A (7) egyenlet Newton- és Stokes-féle surlodasra egyarant érvényes.

Az iilepitési miiveletnél, ahol a részecske iilepszik a kozegben, a v, iilepedési hatarsebesség
meghatarozasa a cél. Ekkor a részecske sebessége allandd, a kozegellendllasi er6 megegyezik a
gravitacios eré és a felhajtdé eré ereddjével. Az lilepedési hatarsebesség ismeretében az {ilepitd
berendezés tervezhet6. Lamindris dramlasnal (Re;<0,6) Stokes torvény szerint, d, atmérdjli gomb
alaku részecskékre Fi; = 3d,mnv,, kozegellenallasi er6 hat, és a kozegellenallasi tényezdt kozvetlentil
szamithatjuk, C4=24/Re;.

4. 3. Folyadékok keverése

A folyadékok keverését a koriilaramlott test alaposszefiiggéseivel tudjuk leirni. Keverésnél egy
tengelyre erdsitett keverdelem kozegellenallasa révén akadalyozza a keverd mozgasat. A keverdlapat
v keriileti sebessége, a tengelytdl tavolodva az r sugar mentén folyamatosan nd, ezért a (7) egyenletet

differencialis alakban kell felirni:

1 dFE
kev ( 8)

vi)ds,
P

A keverésnél célunk a keverd teljesitménysziikségletének meghatarozasa, igy az erd helyébe a

fFB :Cd =

teljesitményt dP= dF,.,v, a v helyébe a keriileti sebességet, vi(r) = 2ran, kell irni:

(27tn)3

dP =dF

3
eV = Cdp%‘dsﬁ =C, priwdr, )

ahol w a keverdelem szélessége. Integraljuk a (9) egyenletet, esetiinkben a kétlapati keverdelem teljes

utkozési feluletére:
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3 d2 3 3
P=2{Cdp@n3wjr3dr}:cd%pn3wd4 :Cd%pn3ad5. (10)
0

A ,,a” geometriai szimplex és a keverd atméréjének szorzata: w = ad. A (10) egyenlet atrendezése utan
a keverési Euler szamhoz, Euy jutunk [5]:

2 = W . (11
A keverési Euler-szamot a keverési Reynolds szam (Re,=nnpd’/n) hatvanyfiiggvényében adjik meg
mindharom aramlési tartomanyban.

4. 4. Toltott oszlopon fellépd nyomasesés

A toltott oszlop legfontosabb miikodési paramétere, az oszlopon fellépd nyomasesés. Az oszlop
aramlas szempontjabol ugy néz ki, hogy kdzépen vannak a csovek (csatornak) a koriilaramlott testek

kozott. A csatornakra értelemszertien alkalmazzuk a cs6hidraulikaban ismert 6sszefliggést:

( _ )D}Zlﬂ:
f — Fs — pl p2 4 — Apv Dh (12)
o v’ 2 L 2pv] ’

\%
Sp— D, nlp—=
sp2 h p2

A (12) egyenletben L a toltott csé hossza (toltet magassaga), v, a fluidum aramlasi sebessége a
kapillarisokban, Dy, a hidraulikus atmér6, D,=4A/K=¢/w, ahol ® a fajlagos feliilet és € az iires térfogati
hanyad. Hidraulikus 4tméré a d, 4tmérdjii gdmb alaku toltet esetén:
D, = %i d,. (13)
Helyettesitstink a (12) egyenletbe mérheté mennyiségeket, a hidraulikus 4tmér6 helyett d, részecske
atmérdjét, a v, sebesség helyett a v,= gv,, a fluidum aramlasi sebességét a toltet elotti iires csdben:
3f.; =Ap d—pi =f . (14)
"L (-epvy
A (14) egyenletben f,=3frp az irodalomban hasznalt t61t6tt oszlopon fellépd surlodasi tényez6t jeldli
[3]. Kisérletekkel igazoltuk, hogy ha a részecskék szoros illeszkednek, a szabad térfogati tényezd
minimalis, az aramlé fluidumnak a részecskéket meg kell keriilni, a csatorndk hossza a toltet
magassaganak kétszerese, akkor a laminaris tartomanyban fellépd nyomasesést, a Blake-Kozeny-
egyenlet is a Hagen-Poseuille egyenletbol kozvetleniil levezethetjik. A (14) egyenletb6l a

------

szlirés muveletei is kényelmesen targyalhatok.
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5. Kovetkeztetések

A miszaki aramlassal kapcsolatos miiveletek, a Fanning-Blickle ellenallasi tényezo bevezetésével egy
rendszerbe foglalhatok. A Fanning-Blickle ellenallasi tényez6 egy dimenzidomentes komplex, amellyel
egységesen definialhatjuk a fluidum aramlésakor fellépd energiaveszteségeket. Az egyes ellenallasi
tényezoket a miiveletre jellemz6 Reynolds-szam fliggvényében, az esetek tobbségében kritérialis vagy
félempirikus egyenletekkel adjak meg. Ezek az egyenletek dimenziomentes szamok hatvanyszorzatai,
melyekben a konstanst és a hatvanykitevOket a megfeleldé aramlasi tartomanyokban kisérletileg kell

meghatarozni.
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