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Abstract

This paper is concerned with the application of axially symmetric finite elements for the analysis of elastomers
modeling with Neo-Hookean and Mooney-Rivlin materials. The penalty approach is applied for the Neo-
Hookean material and the Hu Washizu type variational principle is formulated for the Mooney-Rivlin model.
The aim of the research was to develope a finite element code which is useful to analyze hyperelastic materials.
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Osszefoglalas

A cikk tengelyszimmetrikus elasztomerek Neo-Hooke és Mooney-Rivlin anyagmodellekkel torténd végeselemes
analizisével foglalkozik. A biintet6paraméteres kozelitéshez a Neo-Hooke, mig a Hu Washizu tipust variacios
funkcionalban a Mooney-Rivlin anyagmodellt alkalmazzuk. A kutatas célja egy végeselem program fejlesztése,
amely hasznalhat6 hiperelasztikus anyagok viselkedésének leirasara.

Kulesszavak: gumirugd, VEM, majdnem dsszenyomhatatlan

1. Bevezetés

Szamos olyan cikk talalhatd, amelyek hiperelasztikus anyagok leirasara a h-verzids végeselem-
moédszert alkalmazza [1]. A p-verzidos végeselem alkalmazéisa hatékony eszkoz lineéris elasztikus
feladatok vizsgalatara [2], viszont geometriailag €s fizikailag nemlinearis problémakra valé alkalmazas
csak az utobbi években kezdett elterjedni [3,4]. Az elasztomerek altalaban 6sszenyombhatatlannak,
vagy majdnem Osszenyomhatatlannak tekinthetdé anyagok. A térfogatallandosagot, mint kiegészitd
feltételt a biintetoparaméteres, a Lagrange multiplikatoros technikéval, és az Un. mixed (kevert)-
modszerrel szokas kezelni. A kérdés az, hogyan lehet szilard és un. nem beragddé kétdimenzios
végeselemeket kezelni. Egyre tobb cikk keresi erre a vélaszt és a legtobbje az el6bb emlitett mixed-
modszert javasolja. Mindemellett a térfogatvaltozasbol szarmazé elmozdulasok a hidrosztatikus

nyomastol fiiggetleniil vannak kozelitve.

2. Nagy alakvaltozasok és deformaciok
Lagrange-féle leirast alkalmazva a continuum mozgéastorvénye X = ;?(X' ,t), a t pillanatnyi

konfiguracioban az anyagi pont helyvektora X . A kovetkezd kozelitésben az alakvéltozasi gradiens

F= Grad;?()? , t) multiplikativ felbonthato térfogatvaltozasi F, , és térfogatallando részre

115



F=FF (1)

1 1

ahol F,=J%, detF,, =detF=J, F=J3F, detF=1. (2.3)

Felhasznalva ezt a felbontast meghatarozhaté az Un. jobb-oldali Cauchy-Green tenzor és annak

térfogatallando része

2

C=F"F, ahol C=F'F=J °C. )

Az alakvaltozasi energiafunkcional a kovetkezoképpen irhat6 fel

w(J,0)=UW)+W (), UWJ)= %K(J ~1)? (5,6)

ahol U(J) térfogatvaltozasbol szarmazé alakvaltozasi energia, mig Vf’(é) a térfogatalland6sagbol
szarmaz6 alakvaltozasi energia. Az U(J) funkcionalt a fent emlitett mddon szokas leggyakrabban

felirni, ahol x az un. bulk modulusz. A Vf/(é ) funkcional a Neo-Hooke modellre és a Mooney-Rivlin

anyagmodellre nézve a kdvetkezd
N A A . .
W(C)=Elu(ll _3)’ w(C) :/ulO(II _3)+ :UOI(III _3) (7,8)

ahol u, u,,, 14, az anyagallandok, az I I,i » az unimodularis jobb-oldali Cauchy-Green tenzor €lsd €s
masodik skalarinvariansa. A referencia koordinata-rendszerben a fesziiltségeket a II. Piola-Kirchhoff
tensor adja meg (9), ahol p a hidrosztatikus nyomas. A pillanatnyi konfiguracioban a Cauchy-féle
fesziiltségi tenzor (10), illetve a deformacido a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzorbol az alabbi

modon hatarozhatoé meg (117)

()

+pJC™, 6=J'F-S-F', E=%(C—I). (9,10,11)

3. A variacios elv és a végeselemes diszkretizacio

A biintetéparaméteres eljaras a kdvetkezd funkcionalon alapul [3]

M, (u,p) = [W(©)dV + [U())aV + [ p(J ~1)dV - jzi—de ~T1,,,(u) (12)
Vv Vv Vv vV K

ahol IT,, (u) akiilsé erérendszer munkaja. A meredianmetszet 2D-s négycsomopontt elemekkel, mig

a mixed formula esetén minden elem elmozdulasmezdje Legrende polinomokkal van kozelitve [2]

u=> Nu, n=4+4(p-D+(p-17°, (13)

ahol N, az alakfliggvény, u, az elmozdulasmezd, n az alakfiiggvények szdma, amely nemlinearisan

fiigg a p-verzioju kozelités fokszamatol. A térfogatvaltozas és a hidrosztatikus nyomas alacsonyabb

fokszamu polinomokkal van kdzelitve, mint az elmozduldsmez6 (p)
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T T 2 2
J(pzz):a0+a1x+a2y, J(p:3): (p=ry TAX" +a,y" +asxy (14)

Dip-zy =by +bx+b,y, Dip-3y = Dip-ry + b3)c2 + b4y2 + bxy (15)
Egy p-verzios végeslemes program keriilt kifejlesztésre majdnem 0sszenyomhatatlan anyagok esetére.

Az elmozdulasmez6 kozelitésének fokszama p =1-t61 p =3 -ig lehet eldirva.

4. Numerikus vizsgalat
Egy, az iparban hasznalt gumirugé legaltalanosabb beépitési modja 1. abrdn [5] lathato. A geometria

és a terhelés is tengelyszimmetrius. A vizsgalt gumirug6 jellemz6 méretei a 2. dbrdn lathatok.

Zardanya

Felsd tartd

PerM T
- L ;]
Gumir M Csavar : | | T |
—)
Alap . : g - : -
1. abra. Gumirugo beépitési modja 2. abra. Gumirugo jellemzo méretei

Az anyagallandok a Shore keménységmérés altal kapott gumikeménység eredménybdl
szarmaztathatoak. A mérés az (MSZ ISO EN 868:1997) szabvany alapjan lett elvégezve.

A mintadarab végleges keménység értéke (A/15:69) a kiilonbozo feliileteken mért keménységértékek
atlagabol lett meghatarozva. A kiilonb6zo elasztikus jellemzok - rugalmassagi modulusz, nyir6
rugalmassagi modulusz, Mooney-Rivlin paraméterek - egy végeselem program fejlesztok altal irt cikk

alapjan lett meghatarozva [6]. Ezek a paraméterek az 1. tablazatban talalhatoak.

1. tablazat. Rugalmas jellemzok a Shore keménységbol

Shore A Rugalmassagi Nyirési rugalmassagi Mooney-Rivlin paraméterek
ore-
modulusz (N/mm?) modulusz (N/mm?) Hio (N/mm?) Moy (N/mm?)
69 6,927 1,754 0,702 0,175
3. abra. Végeselemes halo 2D-s négycsomopontu 4. abra. Az eredeti és a terhelt allapot

elemekkel
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A vizsgalat soran a gumirugé felsé reészen v, =-20mm elmozdulas van elbirva. A terhelést 4

egyenld 1épésben alkalmazzuk a testre. A 3. dbrdn a végeselem hald lathatd, mig a 4. dbrdn a

megoldas az emlitett terhelési esetre. Az eredeti allapot fekete, mig a terhelt allapot piros szinii.

5. Osszefoglalas
A kifejlesztett végeselemes program alkalmas kezelni majdnem Osszenyomhatatlan anyagokat. A

jovobeni kutatas célja az, hogy a program képes legyen dsszenyomhatatlan anyagokat is szamolni.
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