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Abstract  
The fol lowing paper  presents  a  dynamical  balancing method of  the  spat ia l  mechanisms.  
In  the  f i rs t  par t  there  are  def ined the funct ions  of  the  iner t ia l  forces ,  the  moments  of  the  
iner t ia l  forces ,  obta ined through the  Four ier  ser ia l  development .  According to  the  kinet ic-
s ta t ic  pr inciple ,  these  components  must  be  equal  and counter-current  with  the  components  
caused by counterbalance.  
I f  the  balance can only be  par t ia l ,  the  components  of  the  forces  and the  moments  of  
unbalanced force ,  the  force  of  the  res idual  d is turbance causing noise  and s l ight  
osci l la t ions  of  the ent i re  system.  The object ive of  opt imizat ion is  the  minimizat ion of  the 
forces  and the  moment  of  the  res idual  d is turbance forces .  
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Összefoglalás  
A dolgozat  a  térmechanizmusok dinamikus  kiegyensúlyozásának egyik módszerét  mutat ja  
be .  Kezdetben,  a  mechanizmusokban ható  tehetet lenségi  erők és  a  tehetet lenségi  erők 
nyomatékai  a  Four ier  sor  egyik  harmonikájának megfele lő  függvényei  vannak 
meghatározva.  A kinet ikai  e lvnek megfele lően ezek az  a lkotók ér tékben egyenlők,  de  
i ránya el lentétes  az  e l lensúly ál ta l  bevi t t  erők és  nyomatékok a lkotóival  szemben.  
Abban az  esetben,  ha  a  kiegyensúlyozás  csak részleges  lehet ,  a  k iegyensúlyozat lanul  
maradt  erők és  nyomatékok vál tozó moduluszai  zaj t  és  az  egész  rendszerben rezgést  
okoznak.  Az opt imálás  cél ja  a  gép törzsére  ható  kiegyensúlyozat lan erők és  nyomatékok 
minimal izálására .  
 
Kulcsszavak:  
erő ,  nyomaték,  zaj ,  opt imál is .  
 
1. Bevezetés 
Az [1] dolgozatában E.  N. Stevensen,  JR. bemutat  egy ál talánosan megfogalmazott  
módszert  amely szerint ,  három ortogonális  tengelyre helyezett  hat  el lensúllyal  
bármely mechanizmus kiegyensúlyozható ha az el lensúlyokat  tartó tengelyek a gép 
törzsének súlypontjába helyezett  koordináta rendszer tengelyeivel  párhuzamos,  
amely szerint  a gép törzsére ható erőket és ezek nyomatékait  meghatározták.  
Azoknak a helyzeteknek megfelelően amikor a tengelyek közül valamelyik 
hiányzik,  röviden bemutatja hogyan lehet  a géptörzs egyik pontjának rezgését  a  
minimálisra csökkenteni .  A dolgozatban bemutatott  módszer csak egy csomópont 
rezgésének minizálását  tartalmazza amely szerint  a  gép többi pontjai  
rezgésampli tudóinak növekedését  okoza.  
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Annak el lenére,  hogy nem ad megoldást  a  géptörzs összes pontjai  
rezgésamplitudoinak minimálizására,  egyetlen a szakirodalomban megjelent  
dolgozatok közű l ,  amely referenciapontként szolgál  és tovább fej leztve,  
gyakorlatban alkalmazható.  

 
1.1. A teljes kiegyensúlyozás  
Az 1.  ábrán felvett  OXYZ koordinátarendszer origója egybeesik a géptörzs 
súlypontjával .  Az OX koordinátával  párhuzamos kiegyensúlyozó tengely az OYZ 
síkot az y  = az  és z= ay koordinátapontokban metszi .  Erre a kiegyensúlyozó 
tengelyre elhelyezett  el lensúlyok OX tengely szerint  szabadon választott  
koordinátái  x = a1  és x = a2 .  Hasonlóképpen az OY koordinátatengellyel  
párhuzamos kiegyensúlyozó tengely az OXZ síkot  az x=bz és z = bx  pontokban 
metszi ,  az el lensúlyok pedig az y  = b1  és y  = b2  koordináta pontokban lesznek 
elhelyezve.  Az OZ koordinátatengellyel  párhuzamos kiegyensúlyozó tengely az 
OXY síkot  x =cy és y  = cx  pontokban metszi ,  a  tengelyhez tartozó el lensúlyok 
helyzetei  a z= c1  és z= c2  koordinátákkal  vannak jelölve.  

 
 

 
1 ábra.  A tel jes kiegyensúlyozás három tengely szerint   

 
A kiegyensúlyozó tömegek ál tal  létrehozott  centrifugális  erőket a következő  
kifejezés adja:  

 
F m r= ⋅ ⋅ ω 2                (1.1) 

 
Ahol:-  m a tömeg, r  a  tömeg súlypontja és a forgástengely között i  távolság.  
A kiegyensúlyozó erők kettős indexei  a tömegek hovatartozását  és helyét  mutatja,  
így az Fx 1  és Fx 2  az OX tengellyel  pár 
huzamos kiegyensúlyozó tengelyre helyezett  kiegyensúlyozó tömegek centrifugális  
erőket,  az Fy 1  és Fy 2  az OY tengellyel  párhuzamos kiegyensúlyozó tengelyhez 
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tartozó centrifugális  erőket,  az Fz 1  és Fz 2  erők pedig az OZ tengellyel  párhuzamos 
kiegyensúlyozó tengelyre szerel t  tömegek ál tal  bevit t  centrifugális  erőket  jelentik.  
Kiegyensúlyozás megvalósításához,  a tömegek szabadon választott  elhelyezésének 
függvényében,  szükséges minden kiegyensúlyozó tömegnek az OXYZ 
koordinátarendszerhez viszonyított  fázisszögének és a kiegyensúlyozó tengelyhez 
viszonyítot t  sztat ikus nyomatékának meghatározása.  
Az 1.  ábra szerint ,  minden egyes tömeg pil lanatnyi  helyzete ωt+φ  ahol ,  a  φ  szög,  a 
kiegyensúlyozó tömegnek a rögzítet t  rendszerhez mért  fázisszöge.   
Továbbá a Fourier  sor első  harmonikusa szerinti  tel jes kiegyensúlyozást  tárgyaljuk.  
A rezgést  okozó első  harmonikus kiegyensúlyozatlan erőket és nyomatékokat  A 
cosωt  + Bsinωt  alakot  kapnak,  amelyek irányokat ,  erőket  és nyomatékokat  
megkülönböztető  indexel ,  vannak el látva.  
A kinetikai  egyensúly elvének megfelelően,  ezek az alkotók egyenlőnek és 
el lentétes irányúnak kell  lenni  a kiegyensúlyozó tömegek ál tal  okozott  erők és 
nyomatékok alkotóival  szemben,  vagyis:  
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 (1.3)  
Bevezetve a jelöléseket:  
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            (1.4)  
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az (1.2) és (1.3) egyenletekre fel írható:  
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(1.5)  
Ahhoz hogy a mechanizmus kiegyensúlyozása az egész kinematikai  ciklusra 
megvalósuljon,  az (1.5)  egyenlet  egyenlő  kel l  legyen zéróval ,  a  ( t)  bármely 
értékére.  Ez a fel tétel  csak akkor valósulhat  meg,  ha a rendszer minden egyenlete 
cosωt  és sinωt  tagjainak együtthatóit  egyenlővé tesszük zéróval .  Ezzel  a fel tétel lel  
egy 12 egyenletbő l  ál ló és 12 ismeretlent ,  tartalmazó rendszert  kapunk.  
A rendszernek megfelelő  mátrixegyenlet  a  következő :  
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 (1.6)  

Felhasználva az (1.4) kifejezéseket  az (1.6) egyenletrendszer megoldása után az 
(1.7)  egyenlőségekkel  meghatározhatók a kiegyensúlyozó erők moduljai :   
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Hasonlóképpen az (1.4)  egyenletekbő l  kifejezhető  a  kiegyensúlyozó erők 
fázisszögei is ,  azaz:  
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Az (1.8) egyenletben lényeges a számláló és a nevező  elő jelének megtartása a 
fázisszöget  tartalmazó tr igonometriai  negyed helyes meghatározásához.  
 
1 .2 Optimális kiegyensúlyozás a géptörzsre ható kiegyensúlyozatlan erők és 
nyomatékok minimálása szerint. 
Abban az esetben,  ha a kiegyensúlyozás csak részleges lehet ,  a  
kiegyensúlyozatlanul maradt  erők és nyomatékok változó moduluszai  zaj t  és az 
egész rendszerben rezgést  okoznak.  Az optimálás célja a gép törzsére ható 
kiegyensúlyozatlan erők és nyomatékok minimálása.  
A kiegyensúlyozatlanul maradt erőket és nyomatékokat jelöljük, ∑∑∑ zyx M...F,F .  
Feltételezzük,  hogy a kiegyensúlyozatlanul  maradt  vektorkettős moduluszai  
ál landók maradnak az egész kinematikai  ciklus alat t  akkor fel írható harmonikus 
alakban,  i l letve:  
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Összehasonlí tva az (1.5) és (1.9) egyenlőségeket  fel írható a két  egyenlet  Fourier  
együtthatói  között  az egyenlőség:  
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     (1.10) 

A gép törzsén rezgést okozó tehetetlenségi és ezeket részben kiegyensúlyozó erők és nyomatékok 
kiegyensúlyozatlanul maradt erőinek és nyomatékainak Fourier együtthatóit a következő 
mátrixegyenlet fejezi ki: 
 

[ ] [ ]ijiji F]Q[]P[R +⋅=             (1.11).  
Ahol, 

[ iR ]-  a  Fourier  sorral  kifejezett ,  optimizálás utáni  kiegyensúlyozatlan erők és 
nyomatékok együtthatóinak oszlopmátrixa 

[ ]ijP -  a  kiegyensúlyozó erők és tengelyek helyzetét  meghatározó mátrix 

[ ]jQ -  az optimális  kiegyensúlyozó erők oszlopmátrixa 

[ ]iF -  a  Fourier  sorral  kifejezett  tehetet lenségi  erők és a tehetet lenségi erők 
nyomatékai  együtthatóinak oszlopmátrixa 

Az (1.12) egyenletben kéttengelyes kiegyensúlyozás esetén i=1,2. . .12 és 
j=1,2. . .8 egytengelyes kiegyensúlyozás esetén pedig i=1,2. . .10 és j=1,2. . .4 
A kiegyensúlyozatlanul maradt  erők és nyomatékok minimalizálására az 
együtthatókat  meghatározó függvény kvadratikus alakját  használjuk,  azaz:  
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Az (1.12) függvény optimális  értéke meghatározható,  ha a függvényt a „j” 
alkotóból ál ló kiegyensúlyozó Qk erők szerint  deriváljuk,  azaz:  
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Mivel ,  hogy az  oszlopmátrix fel írható:  iR
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Amellyel ,  a  (1.13) kifejezés a következő  alakra hozható:  
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Ha az (1.13) egyenletben a kiegyensúlyozatlanul maradt  erők Fourier  együtthatóit  a  
Qk  ál talános erő  szerint  deriváljuk,  akkor fel írható:  
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Mivel  a [ ]ijP  és a [  nem függ a kiegyensúlyozó erőktő l ,  következik:  ]iF
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Amely szerint  az (1.16)  
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az (1.11),  (1.18) és az (1.19) egyenlőségeket  behelyettesí tése után az (1.15) 
egyenletbő l  kapjuk:  

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )∑∑
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅⋅
∂
∂

⋅=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

⋅=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ j

1k
ijij

T
ij

T
j

k

j

1k
i

T

k

i FQPPQ
Q

2R
Q
R2

dQ
dU

     (1.20) 

 
Az U optimáló függvény minimális  értékét  a  következő  fel tétel  határozza meg: 
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Amelyhez,  elégséges az (1.20) egyenletbő l  kifejezett  fel tétel ,   
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Vagy,  
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Ahol,  bevezetve a jelöléseket  
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[ ] [ ] [ ] 0KQN jjjj =+⋅          (1.26) 
 

Ahonnan,  
 
[ ] [ ] [ ]jT

jjj KNQ ⋅−=⋅          (1.27) 
 

1.2.1 Gyakorlat i  alkalmazás 
Feltételezzük,  hogy az egytengelyű  kiegyensúlyozást  a  gépben létező  OZ tengelyre 
szerel t  el lensúlyokkal  próbáljuk megvalósí tani .  
Ebben az esetben az OX és az OY koordinátatengelyekkel  párhuzamos 
kiegyensúlyozó tengelyek hiányoznak,  azaz:  02121 ==== yyxx FFFF  és  alkotói  

021212121 ======== TTSSRRQQ  hiányozni fognak.  
A mechanizmus tehetet lenségi erő i  és a tehetet lenségi erők nyomatékai  egy 
tengelyre helyezett  el lensúlyokkal  nem redukálhatók csak részben csökkenthetők,  
az (1.9) és (1.10) egyenletek szerint  ezért  beírható az (1.6) mátrixegyenlet  
jobboldalára a kiegyensúlyozatlanul maradt  tehetet lenségi  erők és nyomatékainak 
Fourier  együtthatói:  
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                (1.28) 
 
Az OX és az OY koordinátatengelyekkel párhuzamos kiegyensúlyozó tengelyek és ellensúlyaik 
hiányában az ellensúlyok pozícióit meghatározó koordináták értékei értelmetlené válnak, illetve az 
(1.6) (1.9) és (1.10) egyenleteket figyelembe véve az (1.28) mátrixegyenletből felírható: 
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                (1.29) 
 
Az (1.29) egyenletrendszer t íz  egyenletbő l  ál l  és t izennégy ismeretlent  tartalmaz.  A 
kérdés az:  -  hova és mekkora el lensúlyokat  kell  helyezni a mechanizmus 
tengelyére,  ahhoz hogy az egyenlet  jobboldalán lévő  kiegyensúlyozatlanul  maradt  
erők és nyomatékok moduluszai  a  minimálisra csökkenjenek? Erre a választ  az 
(1.27),  (1.29),  (1.7)  és az (1.8)egyenletek adják.  
Eredmények:  T-optimálás elő t t ,  S-optimálás után  
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Rsi
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