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Abstract

In order to classify fullerene structures a new method based on the generation of local topological graph
invariants is presented. In this study fullerenes are considered as trivalent bifaced polyhedra. The method
proposed is based on the combinatorial analysis of the first neighbor environments (coronas) of vertices and/or
edges of trivalent bifaced polyhedra. Discriminating performance of novel topological descriptors have been
tested on the set of C40 fullerene isomers.
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Osszefoglalas

Fullerének osztalyozasara egy 1Uj modszert ismertetiink, amely lokalis topologiai graf-invariansok
szarmaztatasan alapul. Jelen cikkben a fulleréneket két kiilonbozé poligon-lappal rendelkezd, trivalens
poliédereknek tekintettiik. A javasolt modszer alapjat a csticsokkal és/vagy ¢€lekkel kdzvetleniil szomszédos
kornyezet (korondk) kombinatorikai elemzése képezi. Az Ujonnan szarmaztatott topoldgiai jellemzdok
diszkriminacios képességét a C40 fullerén izomerek halmazan teszteltiik.

Kulcsszavak:
trivalens kétlapt poliéderek, graf invaridnsok, fullerének stabilitasa

1. Bevezetés

Fullerének lokalis topologiai jellemzése az elmuilt évtized folyaman mindinkabb az érdeklodés
kozéppontjaba keriilt [1-9]. A témakorben folytatott kutatast alapvetden két torekvés motivalta: 1)
egyrészt a fullerén izomerek osztalyozasara (ekvivalencia-osztalyokba vald particionalasara) hivatott
hatékonyabb eljarasok kidolgozasa, ii) masrészt a fullerének stabilitasdnak elérejelzésére

(predikciojara) alkalmas j modszerek kifejlesztése.

Jelen dolgozatban egy olyan altalanos eljarast ismertetiink, amely lehetdséget kinal ) tipust,

algebrailag fiiggetlen lokalis topologiai jellemzok egy véges halmazanak generalasara.

Vizsgalataink soran a fulleréneket a szokasosnal altalanosabb értelemben definialtuk, nevezetesen két-

kiilonb6zo poligon-lappal rendelkezé trivalens poliédernek (trivalent bifaced polyhedron) tekintettiik.

A javasolt 4j modszer sajatossaga, hogy a lokalis topologiai jellemzok szarmaztatasahoz a poliédert

reprezentald sikbeli graf Un. cstcskorondinak illetve élkorondinak strukturdlis (kombinatorikai)
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elemzése szolgal alapul. A kiilonb6z6 csucs- és élkoronak egy adott csucs illetve él kozvetlen (azaz
csucs- illetve élszomszédos) kornyezetét alkotd poligonok véges sorozatdval egyértelmiien
jellemezheték. Amint azt demonstralni fogjuk, ezek eldonydsen alkalmazhatok a poliéder csticsok
illetve élek lokalis kornyezetének kvantitativ jellemzésére, kovetkezésképpen a fullerének
modellezésére hivatott poliéderek osztalyozasara. A kidolgozott eljaras hatékonysagat egy kisérlet
sorozat keretében teszteltik. C40 fullerén izomerek negyven-elemli halmazan végzett részletes
vizsgalatok eredményei a javasolt modszer kivaldo diszkriminacios képességét (discriminating

performance) meggy6zden igazoltak.

2. Fullerének modellezése trivalens kétlapu poliéderekkel

Amint a bevezetOben emlitettiik, a fulleréneket trivalens kétlapti poliéderekkel (TK poliéderekkel)
azonositottuk. Ezekre érvényes az Euler-formula, nevezetesen az F— M +V = 2 sszefiiggés, ahol F, M
és V jeloli rendre a poliéder lapjainak, €éleinek €s csucsainak szamat.

Jelolje S(a,p) a TK poliéderek azon részhalmazat, amelyeknek lapjai kizarolag a- és p-oldalszammal
jellemzett sokszogek, un a-poligonok ¢és P-poligonok. Az a-poligonok oldalszama nem Iehet
tetszoleges, bizonyithato, hogy o lehetséges értékei: 3, 4 vagy 5. Ebbdl adodik, hogy a TK poliéderek
oldalszdmaira a 3<a<5 és a<p egyenldtlenségek érvényesek. Az 1. abran példaként hat kiilonb6zé TK
poliéder Schlegel-diagramjat tiintettiik fel, e poliéderek lapjait 3-, 4-, 5- illetve 6-szogek alkotjak. Az
1.a. abra grafja a legkisebb TK poliédert, az Gn. trianguléris prizmat illusztralja, ennek 2 haromszog
lapja és 3 négyszog lapja van. Az 1.e és 1.f dbran bemutatott grafok Un. izomereket reprezentalnak.
Bér mindkét poliéder azonos szamu négyszoget és hatszoget tartalmaz, ennek ellenére kombinatorikus
szerkezetiik kiillonbozo.

A fenti meggondolasokbdl kdvetkezik, hogy az 6t- és hatszogekbdl allo hagyomanyos fullerének az
S(5,6) halmaz elemeivel azonosithatok. A strukturalis izomerek szamat a V cslicsszam egyértelmiien
meghatarozza. Mint ismeretes, a V=60 szénatombol all6 fullerén-izomerek szama 1812 [1].

A hagyomanyos fullerének topologiai szerkezetének szamszeri jellemzésére szamos kisérlet tortént az
elmult két évtizedben. A vonatkoz6 szakirodalom foként olyan topoldgiai invariansokat ismertet,
amelyeket grafelméleti meggondolasokra tamaszkodva definialtak [2-9]. Ezek kozott a leginkabb
hasznalatos az un. Np pentagon index, amely a szomszédos 0tszogek kdzos éleinek szama. A pentagon
index minimalis értéke zérus, maximalis értéke 30, és a tapasztalatok szerint sikeresen alkalmazhato a
fullerén-stabilitas predikciojara. Eléfordulhat azonban, hogy a pentagon index nem eléggé szelektiv.
Ennek oka az, hogy kiilonb6z6 izomereket olykor azonos értékii pentagon index jellemez, nyilvan
ilyen esetekben a diszkriminacié lehetetlenné valik.

Korabbi vizsgalatok igazoltak, hogy a hagyomanyos fullerén izomerek kombinatorikus jellemzésére

egy igéretes modszer, ha a csucsok illetve az ¢élek ,.kozvetlen kdrnyezetét” elemezziik, azaz a csticsok
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illetve élek osztalyozasahoz (diszjunkt részhalmazokba vald particionalasahoz) a veliikk szomszédos

sokszogek kiilonb6zo lehetséges kombinacioit tekintjiik kiindulasi alapnak [2].

e) f)

1. dbra. Trivalens kétlapu poliéderek Schlegel-diagramjai

Amint a 2. abrabdl is kitlinik, TK poliéderek esetében a csucsokhoz elvileg négyféle kornyezet
rendelheté hozza, szokasos szohasznalattal élve, négyféle csucs-korona kiilonboztethetd meg. Jeldlje
C(a,0,a), C(a,a,pB), C(a,B,p) és C(B.B.B) a négyféle cstcs-korona tipust (2. dbra), tovabbd Viea, Vap,
Vs €s Vpps az egyes csucskorondkhoz tartozod cslcsok szamat. Nyilvan ezekre fenn 4&ll a V=

Voot Voapt Vaps + Vppp Osszefiiggés.
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2. abra. Négy lehetséges csucskorona tipus TK poliedereknél (a=5 és f=6 eset)

Fullerének strukturalis jellemzésére egy masik lehetséges modszer az éltipusok elemzésén illetve
csoportositasan alapul. TK poliéderek esetében — amint azt a 3. abra illusztralja -, pontosan 9-féle

éltipus (¢élszomszédos kornyezet) kiilonboztethetd meg.

3. dbra. Elkorondk 9 lehetséges tipusa TK poliédereknél (a=5 és p=6 eset)
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Ez annak a kovetkezménye, hogy egy él kdrnyezetét pontosan négy (az élhez illeszkedd) sokszog
alkotja. Mas szoval, egy adott élhez egyértelmiien hozzarendelhetd a- és - poligonok 9 lehetséges
kombinacidja kozill az egyik. Szokasos terminologiaval élve, az élekhez 9-féle élkorona tartozhat,

ezekre a 3. dbran rendre az E,, E,,...Ey megkiilonboztetd jeldlés utal (3.4bra).

3. A topologiai jellemzok kozotti osszefiiggések

Korabbi részletes vizsgalatokbol arra kovetkeztettiink, hogy a csucskoronahoz és az élkoronahoz
rendelt topologiai paraméterek nem fliggetlenek egymastol. Jelolje mi=m(E,), m, =m(E,),...m¢=m(Ey)
az E;, E,,...Ey élkoronakhoz tartozé ¢élek szamat az S(o,p) tipusi TK poliéderek esetében.

Bizonyithato, hogy fenn allnak az alabbi azonossagok [10]:

V(xom = (21’1]1 +m2)/3 (1)

Vip =M, +2m; )
Vgp =2m,; +my (3)
Vg = (mg +2m,)/3 4)

3Vioo T2Vy0p + Vo = 0F, Q)
m; =2m, +4m, —2m, (6)
mg =oF, —2m, —3m, —4m; —2m, (7

m, =aF, —-2m, —4m, —6m, +m, = ®)
m, +2m, + mg —m, —2m,

8
m, =M—ka =M -2aF, +3m, +4m, +5m, + m, )

k=1

ahol M a poliéder €lszamat, F, pedig az a-poligonok szamat jeloli. A fenti dsszefliggéseket elemezve
az alabbi kovetkeztetések adddnak:

i) A cstcskorona tipusokat jellemz6é paraméterek (Voua, Voap, Vapp €5 Vppp ) koziil csak kettd fiiggetlen,
ezért a poliéderek osztalyozasahoz elégséges a négy koziil csak kettét figyelembe venni, igy példaul a
(Voaos Voap) paraméter part hasznélni.

ii) A kilenc élkorona paraméter (mj, my,...mg) kozott minddssze 6t olyan létezik, amely egymastol
algebrailag fiiggetlen, ezek: m;, m, m;, my és m; . Ez azt jelenti, hogy az utobbiak ismeretében a tobbi

négy, (nevezetesen az ms, mg, Mg, Mo paraméter) mar szamithat6 a (6-9) egyenletek felhasznalasaval.

4. C40 fullerén izomerek osztalyozasa topolégiai invariansok alapjan
Egy kisérlet sorozat eredményeire tdmaszkodva tanulmanyoztuk, hogy a fentebb ismertetett kiillonb6zo
topolodgiai invariansok milyen ,hatékonysaggal” hasznalhatok fel fullerén-izomerek osztalyozasara.

Vizsgalatainkhoz a Cy tipust fulleréneket valasztottuk, ezeknek pontosan 40 strukturalis izomerje
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létezik [1]. A szamitott topologiai invariansokat, valamint ezek stabilitasara jellemzé keletkezési

energiakat (Eb) az 1.tablazat 6sszesiti [10].

1. tablazat. C40 fullerén izomerekre jellemzo topologiai invariansok valamint becsiilt keletkezési

energiak (Eb)
Izomer Topoldgiai paraméterek Energia
ml m2|m3 | m4| m5|m7]| Np Q Eb [eV]
C40:38 0 0| 10 8| 24| 10| 10| 1,5455 | —-342,031
C40:39 0 0| 10| 10| 20| 10| 10| 1,5455 | —341,631
C40:31 0 6 5 5| 22| 11| 11 |1,5000 | —-341,438
C40:29 0 6 5 6| 20| 11| 11 |1,5000 | —-341,345
C40:26 0 3 8 8| 22 8| 11| 1,2500 | —341,094
C40:24 0 3 8 9| 20 8| 11| 1,2500 | —341,022
C40:37 0 0| 11| 10| 24 6| 11| 1,0833 | -340,636
C40:40 0| 12 0 0| 24| 12| 12| 1,4615 | —340,580
C40:14 1 7 4 5| 20 9| 12| 1,2308 | —340,476
C40:36 0 0| 11| 10| 24 5| 11| 1,0000 | —-340,431
C40:30 0 9 3 6| 18 9| 12| 1,2308 | —340,304
C40:25 0 6 6 8| 20 7| 12| 1,0769 | —340,277
C40:22 0 6 6 9| 18 6| 12| 1,0000 | —340,230
C40:35 0 0| 11| 10| 24 5| 11| 1,0000 | —-340,196
C40:21 0 6 6| 10| 16 7| 12| 1,0769 | —-340,151
C40:27 0 6 6 8| 20 6| 12| 1,0000 | -340,126
C40:15 1 4 7 6| 24 6| 12| 1,0000 | —339,943
C40:17 1| 10 2 3| 22 7| 13| 1,0000 | —339,884
C40:34 0 3 9| 10| 22 4| 12| 0,8462 | —-339,827
C40:28 0 6 6 9| 18 7| 12| 1,0769 | —339,777
C40:16 2 8 3 2| 24 7| 13| 1,0000 | —339,645
C40:20 0 3 9| 12| 18 3| 12| 0,7692 | —-339,627
C40:9 2 8 3 4| 20 8| 13 |1,0714 | -339,614
C40:10 1 7 5 8| 18 5| 13 0,8571 | —339,558
C40:12 1 7 5 7|1 20 5| 13 0,8571 | —339,370
C40:13 1 7 5 8| 18 4| 13| 0,7857 | —=339,347
C40:19 1| 10 2 4| 20 7| 13| 1,0000 | —339,292
C40:23 0 6 7| 12| 16 3| 13| 0,7143 | —-338,690
C40:6 2 8 4 7| 18 3| 14| 0,6667 | —338,624
C40:18 1| 10 3 6| 20 4| 14| 0,7333 | -338,341
C40:5 3 9 2 5| 16 7| 14 0,9333 | —-338,332
C40:32 0| 12 2 8| 16 2| 14 0,6000 | —338,270
C40:8 4| 10 1 2| 20 4| 15| 0,6875 | —-338,113
C40:33 0| 12 2 8| 16 4| 14| 0,7333 | —=337,922
C40:4 3 9 3 6| 18 3| 15| 0,6250 | —-337,348
C40:7 2| 11 2 6| 18 3| 15| 0,6250 | —-337,330
C40:11 2 8 5 8| 20 1| 15| 0,5000 | —336,642
C40:2 4| 10 2 6| 16 2| 16| 0,5294 | —336,489
C40:3 6| 12 0 4| 16 0| 18| 0,3684 | —-335,193
C40:1 10| 10 0 0| 20 0| 20| 0,3333 | —-333,806

Abbol a célbol, hogy a topologiai jellemzok ,diszkriminacidos képességét” szamszerlien is

mindsithessiik, bevezettiik az Ip diszkriminacios indexet. Ez utébbi az Ip = 100*N¢ /N, képlettel
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definidlt nem-negativ szam, ahol N¢ az ekvivalencia-osztalyok szamat, N, pedig a fullerén izomerek
szamat jeloli. (Ez esetben N; = 40). Nyilvan tokéletes mérvii diszkriminaciorol akkor beszélhetiink, ha
Ip = 100 %. Az 6sszehasonlitd elemzésekbdl, amelyek négy moddszer vizsgalatara terjedtek ki, az
alabbi kovetkeztetésekre juthatunk:

a) A hagyomanyos Np pentagon-indexet alkalmazva (ahol Np=m; + m, + m3), a 40 izomer 9
osztalyba sorolhato, a diszkriminacios index értéke Ip=100*9/40=22.5%.

b) Az osztalyozashoz a (Vsss,Vssg) algebrailag filiggetlen csucsszamokat hasznalva, Ip=
100*19/40=47.5% adodott.

¢) Az m; és Np paraméterek felhasznalasaval konstrudltunk egy 1j topologiai invarianst
(kétvaltozos fiiggvényt), amely

_T+m, 7+m,

(10)

- I+ Np - l+m, +m, +m,
képlettel definialt. Az Q paraméterrel torténd osztalyozas eredményeként a diszkriminacids
indexre Ip= 100*24/40=60.0 % adodott.

d) Végiil az 6t fiiggetlen élparaméterrel (m;, m, mz, my és my) végezve az osztalyozast, a 40
izomert 39 ekvivalencia osztalyba lehetett particionalni, ami az Ip= 100*39/40=97.5% eredményhez
vezetett.

Nyilvan nem meglepd, hogy az 6t fiiggetlen élparaméter alkalmazasahoz fiizédik a legjobb eredmény.
Az is megallapithatd, hogyha az m;, m, ms;, my és m, élparaméterek koziil valamelyiket (barmelyiket)
elhagynank, ez mindenképp informacid veszteséggel jarna, azaz jelent6s mértékben csokkenne a
diszkriminaci6 hatékonysaga. Ez konnyen belathatd, amennyiben a 2. tdblazatban foglalt C40:10,

C40:10, és C40:10 izomerek 9 élparaméterét egymassal Osszehasonlitjuk.

2. tablazat. Topologiai invaridansok 6t kiilonbozé C40 fullerén izomerre vonatkozo értékei

Izomer Topolbgiai paraméterek

ml m2 m3 md/ms6|m6|m7 m8  m9| Np
C40:10 1 7 5 8| 18 8 5 7 1 13
C40:12 1 7 5 71 20 7 5 7 1 13
C40:13 1 7 5 8| 18 8 4 9 0 13
C40:35 0 0| 11| 10| 24 4 5 6 0 11
C40:36 0 0| 11| 10| 24 4 5 6 0 11

E harom izomer k6z0s sajatossadga, — Schlegel-diagramjuk a 4. abran lathato — , hogy az m;, m, m;, my
és m; paraméterek koziil négy azonos, de az o6todik kiilonbozo. Tehat mind az 6t paraméter
alkalmazasara sziikség van, szamuk csokkentése oOhatatlanul a diszkriminacios képess€ég romlasat

eredményezné.
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C40:10 C40:12 C40:13

4. abra. Harom kiilonbézé C40 fullerén izomer Schlegel-diagramja

Annak ellenére, hogy az ¢lparaméterek diszkriminacios képessége meglehetdsen jonak itélhetd,
bizonyos korlatokkal ez esetben is szamolni kell. A 2. tablazatban feltiintettiik a C40:35 és C40:36
izomerek 9 élparaméterét is. Mint megallapithatd, ezek teljesen azonosak. Ebbdl kovetkezik, hogy e
két izomer ugyanazon ekvivalencia osztalyba tartozik, ugyanis élparamétereik alapjan egymastol meg

nem kiilonboztethetok.

5. Izomerek stabilitasanak predikcioja topologiai invariansok felhasznalasaval

Az el6z6 megfontolasokbol adodik, izomerek stabilitasanak megbizhato elérejelzésére elsédlegesen
azok a topologiai invariansok a leginkabb esélyesek, amelyeknek nagy a diszkriminacios képességiik.
A C4 izomerekre vonatkozo vizsgalatainkat kiterjesztettilk az egyes topologiai invariansok (Np, Q)
valamint a stabilitasra jellemzé keletkezési energiak (Eb) kozotti kapcsolat elemzésére is [10].

Arra kovetkeztettiink, hogy az Eb energetikai jellemz6 és az Q topologiai invarians kozotti kapesolat
egy szigorian monoton Ec=f(Q) fiiggvénnyel approximalhatd (4.abra). E kozelitdé fliggvényt egy
harmadfoktl polinom reprezentalja, amelynek négy ismeretlen egyiitthatojat szokdsos modon a

legkisebb négyzetek modszerével becsiiltiik.
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7. abra. A keletkezési energia (Eb) és az Q topologiai invaridans kozotti sztochasztikus kapcsolat
szemléltetése C40 izomerekre vonatkozoan
A vizsgalatokbol egyrészt arra lehet kovetkeztetni, hogy a harmadfokil polinommal végzett
approximacid pontossaga jonak itélhetd (R* = 0.9329), masrészt a stabilitas elSrejelzésére az Q

paraméter (illetve az Q fiiggvényeként konstrualt polinom) hatékonyabb mint az Np pentagon index.

7. Kovetkeztetések

Egy altalanos eljarast ismertettiink algebrailag fliggetlen lokalis topoldgiai jellemzOk szarmaztatasara.
Ezek lehetéséget kinalnak egyrészt a fullerén izomerek osztalyozasara, masrészt a fullerének
stabilitasanak eldrejelzésére. Vizsgalataink soran a fulleréneket a szokasosnal altalanosabb értelemben
definialtuk, nevezetesen két-kiilonb6z6 poligon-lappal rendelkez6 trivalens poliédernek tekintettiik. A
javasolt Gj modszer sajatossaga, hogy a lokalis topologiai jellemzok szarmaztatasahoz a poliédert
reprezentald sikbeli graf un. cstcskorondinak illetve élkorondinak strukturalis (kombinatorikai)
elemzése szolgal alapul. A kidolgozott eljaras hatékonysagat egy atfogd kisérlet sorozat keretében
teszteltiik. C40 fullerén izomerek negyven-elemli halmazan végzett részletes vizsgéalatok eredményei a

javasolt modszer kivalo diszkriminacios képességét meggyozden igazoltak.
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