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Abstract

In the fields of chemical graph theory and structural chemistry the applications of graphs to the description of
quantitative structure-property relationships implies the representation of molecules by so-called molecular
descriptors often referred to as topological indices. The topological indices which often have a direct structural
interpretation are numerical parameters of a connected undirected graph which characterize its topology. In
present study, we have performed comparative tests on a set of simple biregular graphs to analyse and assess the
discrimination performance of various topological descriptors.
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Osszefoglalas

A kémiai grafelméletben, illetve a szerkezeti kémiaban elterjedten alkalmaznak grafokat a molekulaszerkezet és
a tulajdonsagok kozotti dsszefliggések leirasara, és e célra Gin. molekularis deszkriptorokat hasznalnak, ame-
lyeket szokas szerint topologiai indexeknek neveznek. A topoldgiai indexek - ezeknek gyakran szemléletes je-
lentés is tulajdonithato -, a graf topoldgiai szerkezetét jellemz6 szamszeri paraméterek. Jelen dolgozatban 6sz-
szehasonlitd vizsgalatokat végeztiink biregularis grafok egy véges halmazan azzal a céllal, hogy elemezziik és
értékeljiik a kiilonféle topologiai deszkriptorok diszkriminacids képességét.

Kulcsszavak:
topoldgiai deszkriptorok, biregularis grafok, Zagrab indexek

1. Bevezetés

A szerkezeti kémiaban (structural chemistry) altalanos az torekvés, hogy a szerves vegyiiletek (mole-
kuléak) fizikai €s kémiai tulajdonsagai valamint e vegyiiletek kémiai képletének topologiai szerkezete
kozott (pl. szénhidrogén vegyiiletek szerkezeti képlete és forraspontja kdzott) ,,viszonylag erés” korre-
lacioval jellemezhetd kvantitativ Osszefiiggést, egyfajta fiiggvény kapcsolatot talaljanak. E célra un.
topologiai deszkriptorokat (topological descriptor) szokas definialni illetve hasznalni, ezeknek szam-
talan valtozata ismert a szakirodalombol [1-8]. A legrégebbi grafelméleti deszkriptor az 1947-ben be-
vezetett Wiener-index, amely nevét felfedez6jérdl kapta [2]. Jelen dolgozatban néhany ismert topolo-
giai deszkriptor diszkriminéacios képességének (discriminating performance) elemzésével foglalko-

zunk, €s arra kivanjuk felhivni a figyelmet, hogy ezek diszkriminacios képessége bizonyos esetekben
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meglehetdsen korlatozott. Kiilonosképp igaz ez a megallapitas az elterjedten hasznalatos Gn. Zagrab-
indexekre, amelynek két legismertebb valtozatara az els6 M, és a masodik M, Zagrab indexként szo-
kas hivatkozni a szakirodalomban. Tekintettel arra, hogy a topoldgiai deszkriptorok értelmezése alap-
vetden grafelméleti meggondolasokon alapul, a kovetkezokben — a targyalas megkonnyitése végett —

bevezetiink néhany, a témakorbe vagd matematikai definiciot.

2. Grafelméleti definiciok

A szerkezeti képletiikkel jellemzett karbon-vegyiileteket (szerves molekulakat) véges 0sszefliggd gra-
fokkal reprezentaljuk. Jeldlje V és E a G graf csucsainak és éleinek halmazat. Feltételezziik, hogy az
Osszefliggd grafnak n szamu cstcsa €s m szamu ¢le van, n>2. Egy 0sszefiiggd graf D atmérdje két leg-
tavolabbi csticsanak tavolsdga. Definicid szerint a graf egy u csucsanak d(u) valencidja (fokszama) az
u csucsban talalkozo élek szama, a graf atlagos valencia-szama [d] =2m/n. Egy graf csucsainak, élei-
nek szamat, atmérdjét, atlagos valencia-szamat a graf globalis topologiai invaridnsainak szokas tekin-
teni.

A tovabbiakban r-cstucsnak nevezziik a graf azon cstcsat, amelynek valenciaja r, valamint (r,s) élnek
pedig a graf azon élét, amelynek végpontjaiban a csucsok fokszama r €s s, ahol r>s>1. A grafban az r-
csucsok szamat n, -el, az (r,s) tipust élek szamat pedig g(r,s)-el jeloljiik.

Egy grafot regularisnak (R-regularisnak) nevezziik, ha valamennyi csticsanak fokszdma azonos, neve-
zetesen R>1. Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha cstiicsainak V halmaza feloszthatdo V, és V,
diszjunkt részhalmazokra gy, hogy a graf minden egyes ¢élének egyik végpontja V,-ban, a masik pe-
dig Vy-ben van. Teljes paros grafnak (complete bipartite graph) neveziink valamely G(V,,Vy) paros

grafot, ha barmely u, € V,¢és u, € V, cstcsparra létezik (u,,up) €l.

A grafot biregularisnak neveziink, ha csucsainak valencidja pontosan két kiilonboz6é értékii, neve-
zetesen A és o, ahol A>d és 6>1. Egy 0Osszefliggd grafot erdsen paros biregularis grafnak (strongly
bipartite biregular graph) neveziink, ha minden éle (A,d) tipust, azaz minden egyes ¢l egyik vég-
pontjanak valenciaja A, a masik végpontjanak valenciaja pedig 6. E definiciobol kovetkezik, egyrészt
az, hogy az erdsen paros biregularis grafokra m=g(A,d) teljesiil, masrészt az, hogy a biregularis teljes
paros grafok az erdsen paros biregularis grafok részhalmazat képezik. Konnyi belatni, hogy van o-
lyan Osszefiiggd, er6sen paros biregularis graf, amely nem tartozik a teljes paros grafok halmazaba.
Példa erre az 1. abran lathato sikbeli biregularis graf, amelynek 8 darab 6=3 fokszamu valamint 6 da-
rab A =4 fokszamu cstcsa van. E grafnak 24 éle van és valamennyi €l (4,3) tipusu. (Itt jegyezziikk meg,
hogy az 1. abran lathato sik-graf a rombikus dodekaéder (rhombic dodecahedron) elnevezésii poliéder

¢lgrafja, e poliédernek 12 rombusz lapja van.)

3. Topolégiai deszkriptorok

A szakirodalomban a szerves molekulakat reprezentald grafok struktirajanak szamszerii jellemzésre
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sokféle topologiai invarianst (deszkriptort) javasoltak az elmult két évtizedben. Ezek kozott a legis-
mertebbek a M; és M, un. els6 és masodik Zagrab indexek, amelyek egy véges 0sszefiiggd G grafra

nézve az alabbi formulakkal definialtak:

M, =M,(G)= > d’(w)=) r'n, (1)
ueV(G) T
és
M, =M,(G)= Y dwd(v)=) > g(r,s)rs 2
(u,v)eE(G) r s<r

1. abra A rombikus dodekaéder élgrafia
Kiegészitésképpen definidljuk az M; topologiai deszkriptort

M;=M;(G)= Y d’(w)=> r’n, 3)

ueV(G) r

amelyet az egyszeriség kedvéért a harmadik Zagrab indexnek neveziink. Kénnyen igazolhato, hogy

M, és M; ko6zott fenn all

M, = Z:r3nr = Z Z g(r,s)(r” +s%) > 22 Zg(r, s)rs =2M, 4

r S<r r S<r

egyenldtlenség.
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A kovetkezokben egy G grafra vonatkozden definialjuk a topologiai deszkriptorok egy altalanos oszta-
lyat (halmazat), ennek elemeit ,,valencia alapti éldeszkriptoroknak™ nevezziik. A ®p(G) valencia alapu

¢éldeszkriptort (tovabbiakban VE-deszkriptort) az alabbi képlettel értelmezziik:

O, =D, (G) =)D g(r,s)W, (r,s,n,m) (5)

r S<r

Az (5) formuldban W, ((r,s,n,m) az (r,s) tipust élekhez rendelt nem-negativ sulyfiiggvények. Ezek

4-valtozos fiiggvények, és alapvetd jellegzetességiik, hogy az r és s valtozokra nézve szimmetrikus
fliggvények, kovetkezésképpen a W (r,s,n,m) =W _ (s,r,n,m) Osszefliggés teljesiil. Megjegyez-

ziik, hogy a W, sulyfliggvények altalanosabb formaban is definidlhatok, azaz az n cslicsszdmon ¢és az
m ¢élszamon kiviil tobb mas globalis topologiai paramétert (pl. D grafatméro, a graf atlagos valencia-
szama, Wiener indexe, stb.) is tartalmazhatnak. Konnyen belathat6, hogy M, M, és M; Zagrab in-
dexek mindegyike VE-deszkriptor. A szakirodalombodl szamtalan kiilonféleképpen értelmezett VE-
deszkriptor ismert [4—8]. Példaként emlitjiilk az S(G) un. Gordon-Scantlebury indexet [1], amely az a-
labbi alakban irhato fel:

6)= % 2[4 -]= % Y dw-m=Y Yer.s) T2 ;_ 2 ()

ueV(G) ueV(G) r s<r

4. Biregularis grafok strukturalis jellemzése topolégiai deszkriptorokkal

Gyakorta felmeriilé kérdés, hogy az egyes topologiai deszkriptorok milyen hatékonysaggal alkalmaz-
hatok a ,,hasonlo6 jellegli”, de nem izomorf grafok kozotti strukturalis kiilonbségek kimutatasara, szam-
szer(i mingsitésére. Ilyen jellegli vizsgalatok céljara elénydsen jonnek szamitasba a biregularis grafok,
koziiliik is foként azok, amelyek azonos csucsszammal (n), élszammal (m), valamint azonos maximalis
(A) és minimalis (8) valencia-szammal rendelkeznek. Ezen megfontolasbol kiindulva, a topoldgiai
deszkriptorok diszkriminacids képességének Osszehasonlitd elemzésére kis cstcsszamu biregularis
grafokat valasztottunk. Itt jegyezziik meg, hogy biregularis grafok a kémiai grafelmélet egy fontos te-
riiletét reprezentaljak, ezen belill is kdzponti jelentdségili a benzoid szénhidrogének tulajdonsagainak
predikcioja [9]. Mint ismeretes, a bireguléris graf négy topologiai alapparamétere (A, 6, n, m) az M;

Zagrab index értékét egyértelmilen meghatarozza [10].
M, =2m(A +3)—nAd 7)

A fenti formulabdl kozvetleniil adddik, hogy az M, Zagrab index diszkriminacios képessége erdsen
behatarolt, alkalmatlan az azonos (A, 6, n, m) paraméterekkel rendelkez6 biregularis grafok megkii-
lonboztetésére. A 2. abran lathato biregularis grafok kézos jellemzéje, hogy azonos (A=4, 6=2, n=6,

m=8) paraméterekkel rendelkeznek, és mind a négy grafra vonatkozoan azonos az elsé Zagrab index
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értéke, M| =48. Amint az 1. tablazat adataibdl kitlinik, a H; és H, grafoknak D=3, a H; és H, grafok-
nak D=2 az atmérGje. Megallapithatd tovabba, hogy M;-hez képest az M, deszkriptor illetve a D graf-
atmérd hatékonyabb a grafok kozotti strukturalis kiilonbségek detektalasara, tovabba M, értéke — a
négy graf koziil — a H, teljes paros grafra a legkisebb, M,(H,;)=64. A vizsgalatokat a biregularis grafok
egy masik, bovebb csoportjara kiterjesztve, arra kovetkeztettiink, hogy az M, deszkriptor ,,szelektivita-
sa” sem tokéletes, a diszkriminacio hatékonysaga olykor ugyancsak korlatozott. A 3. abran lathato
grafok nem izomorfak, jollehet globalis topologiai paramétereik koziil hat (A=4, 6=3, n=7, m=12,

D=2, M,=84) azonos.

9 ®
*— @ J
H1 H2

®
L
H, H,

2. abra Négy nem izomorf biregularis graf (n=6 és m=38).
A 2. tablazat adataibol kitlinik, hogy az M, deszkriptor alapjan a G,, Gy és G, grafok egymastol nem

kiilonboztethetok meg, hasonld megallapitas érvényes a Gy €s G, graf-parra is. Ez esetben is a Gy teljes

paros grafra nézve (amely nem sikgraf) a legkisebb a masodik Zagrab index értéke (M,(Gy) =144).
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1. tablazat Négy biregularis graf topologiai paraméterei (A=4, 6=2, n=6, m=8, M; =48)

Topolégiai paraméterek
Graf
g2,2) | g(42) g(4,4) D M,
H, 3 2 3 3 76
H, 2 4 2 3 72
H; 1 6 1 2 68
Hy 0 8 0 2 64

Ez esetben is a Gy teljes paros grafra nézve (amely kivételesen nem sikgraf) a legkisebb a masodik

Zagrab index értéke (Mo(Gy) =144)
Gb Gc

LA E

e f

a

A

3. abra Hat nem izomorf biregularis graf (n=7 és m=12).

Konnyen konstrualhat6 biregularis sikgrafoknak (pontosabban fogalmazva graf-paroknak) olyan vég-
telen sorozata, melyben a graf-parok az M, és M, Zagrab indexek alapjan nem kiilonboztethetok meg
egymastol annak ellenére, hogy e graf-parok struktiraja meglehetdsen kiilonboz6. A 4. abran feltiin-
tetett Ga(k) és Gg(k) graf-parok tobb topologiai paramétere — fix k>3 esetében, ahol k a kozponti sok-

sz0g oldalszama — megegyezik.
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2. tablazat Hat biregularis graf topologiai paraméterei (A=4, 6=3, n=7, m=12, M, =84)

Topolégiai paraméterek
Graf

g3,3) | g(4,3) g(4,4) D M,
G, 3 6 3 2 147
Gy 3 6 3 2 147
G. 3 6 3 2 147
Gy 2 8 2 2 146
G. 2 8 2 2 146
Gt 0 12 0 2 144

Ga (k) Gg (k)

4. abra G (k) es G(k) biregularis graf-parok végtelen sorozata (k>3)

Nevezetesen a Ga(k) és Gg(k) graf-parokra A=4, 6=2, n=3k, g(2,2,)=k, g(4,2)=2k, g(4,4)=k, m=4k.
Kovetkezésképpen tetszOleges k>3 esetében a Zagrab indexek is azonosak lesznek:
M;(Ga(k))=M(Gg(k))=24k, My(Ga(k))=M,(Gp(k))=36k és M3(Ga(k))=M;(Gp(k))=80k. Ebbdl adodik
az a felismerés, hogy Ga(k) és Gg(k) graf-parok a hagyomanyos valencia alapti ®p(G) éldeszkrip-

torokkal - példdul a Gordon-Scantlebury indexszel - nem kiilonbdztethetok meg egymastol.

5. Topolégiai deszkriptorok diszkriminacios képességének elvi korlatai
Biregularis grafokra vonatkozoan a hagyoményosan topoldgiai deszkriptorok jelentds hanyadara ér-
vényes az a megallapitas, hogy ezek diszkriminacios képességének elvi korlatai vannak. Ennek igazo-

lasara definialjuk a Gg biregularis grafra vonatkozdan a
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P(Gy) =g(A, AW, (A,8,n,m) +g(A,8)W, (A,5,n,m) +g(3,6) W, (A,8,n,m)  (3)

topoldgiai deszkriptort, ahol W (A, 9, n, m), W,(A, 5, n, m) és W;5(A, d, n, m) nem-negativ suly-
fiiggvények. Fontos megemliteni, hogy az (5) képletben szerepld W, sulyfiiggvények definicidja nem
azonos a W (A, J, n, m), Wx(A, J, n, m) és W3(A, 8, n, m) sulyfliggvényekével. Az utdébbiak definicidja
némileg altalanosabb, ugyanis W;, W, és W3 nem sziikségképpen szimmetrikus fiiggvényei a A és o
valtozoknak.

Legyenek G, and G, nem-izomorf dsszefliggd biregularis grafok, amelyekre nézve az (A, 3, n, m, M)
topoldgiai mennyiségek azonosak. (Nevezetesen tételezziik fel, hogy a G; ¢és G, grafokra

A(G))=A(Gy), 8(G1)=8(G,), n(G)=n(G), m(G,)=m(G,) és Mx(G)=Ma(G,) dsszefiiggések teljesiilnek.)

Allitds: Ez esetben a G, és G, biregularis grafokra fenn all a W(G,)= ¥(G,) azonossag, fiig-
getleniil a W1(A, 3, n, m), Wx(A, 5, n, m) és W3(A, J, n, m) sulyfiiggvények megvalasztasatol.
Bizonyitas: Elég megmutatni, hogy tetszOleges Gg biregularis grafra értelmezett W(Gg) desz-

kriptor felirhato
Y(Gy)=X*W,(A,0,n,m)+Y *W,(A,0,n,m)+Z*W,(A,5,n,m) ©)

alakban, ahol X, Y és Z egyértelmiien definialt 5-valtozos fliggvényei a (A, 6, n, m, M,) topologiai

mennyiségeknek. Kiindulasul tekintsiik a biregularis grafokra érvényes aldbbi azonossagokat:

m=m(Gy) = g(A,A)+g(A,8) +g(8,0) (10)

M, =M, (G,) = A’g(A,A)+ Adg(A,8) +8°g(8,5) (11)
2 1 1) 2

n=n(Gy)= Xg(A, A) +g(A,8)[X+gj +gg(8, d) (12)

A (10) és (11) egyenletekbsl

mA> =M, — A(A—38)g(A,8) = (A* —8%)g(8,8) (13)
valamint a (10) és (12) formulakbol kapjuk

8(A +8)(An —2m) = (A —3%)g(A, 8) + 2(A* —57)g(8,d) (14)
Masrészt a (13) és (14) egyenletekbdl kdvetkezik

2mA” +8(A +8)(2m —An) —2M, = (A—38)*g(A,$). (15)

Konnyen belathatd, hogy a g(A,A), g(A,0) és g(3,0) mennyiségek kifejezhetok (A, o, n, m, M,) topolo-
giai paraméterek Ot-valtozos fiiggvényeként az alabbi meggondolasok alapjan:
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A (15) formulabol adoddan

2mA” +8(A +8)(2m — An) —2M,

A,8) = =Y(A,8,n,m,M 16
g(A.5) ) (A,8,0,m,M,) (16)
Tovabba a (14) egyenlet szerint

O(An —2m) = (A —9)g(A,d) +2(A - 5)g(8,0) (17)
Mivel g(A,5)= Y(A, 6, n, m, M,) ezért

g(6.5) = 20020 8RO _7(x 5n,m,M,) (18)

2(A-9) 2
A fentiekb6l kovetkezOen a bizonyitas utolsé Iépéseként az alabbi
g(AaA) =m- Y(Aa 83 n, m, MZ) - Z( Aa 83 n, m, MZ) :X(A: 85 n, m, MZ) . (19)

végeredményhez jutunk.

Fontos kovetkezményként adodik: az azonos (A, 3, n, m, M;) topologiai paraméterekkel jellemzett
Osszefliggd biregularis grafok a hagyomanyos VE topologiai deszkriptorokkal egymastol meg nem kii-

16nboztethetdk. Egy tovabbi kovetkezmény, hogy (16) egyenletbdl az

M, = %{2mA2 +8(A+8)(2m — An) — (A - §)? g(A,S)} (20)

Osszefliggés szarmaztathatd. Mint megéallapithato, azonos (A, 8, n, m) paraméterekkel jellemzett bire-
gularis grafokra a masodik Zagrab index értéke kizarolag a g(A,0) mennyiség fiiggvénye. Mivel 0ssze-

fliggd biregularis grafokra g(A,5) <m, ezért a (20) formulabol
M, > % mA® +8(A +8)(2m — An) —m(A —5)’} @1)

becslés adodik eredményiil. Egyenldség itt csak abban a specialis esetben all fenn, ha a biregularis graf
er6sen paros, ugyanis g(A,0)=m csak ez utobbi esetben teljesiil. Erdsen paros biregularis grafra
M, = mAS. (Szemléletes példa erre az 1. abran lathato biregularis poliéder-graf, melyre g(4,3)=m=24
és Mp=mAJd=24*4*3=288.)
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