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Abstract

We introduce a new interior-point algorithm for solving convex quadratic optimization problems. We generalize
a recent method for linear programming that is based on an algebraically equivalent transformation of the system
of equations which defines the central-path. Using Newton steps we obtain new search directions.
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Osszefoglalas

Egy 1j belsGpontos algoritmust vezetiink be, amely konvex kvadratikus optimalizalasi feladatok megoldasara
alkalmas. Egy olyan d0j lineéris programozasra vonatkozd mddszert &ltalanositunk, amely a centrélis utat
meghatéroz6 egyenletrendszer algebrai atalakitasadn alapszik. A Newton lépéssel (j elmozdulasvektorokat
hatérozunk meg.
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1. Bevezetés

Informatikai szempontb6l a mérnoki feladatok harom csoportba sorolhatéak: tervezés, analizis és
szabalyozas. A tervezés folyamatdban fontos szerepet kap a megvalésithatdsag, illetve valamilyen
(miiszaki és gazdasagi) szempontbdl valo optimalizdlas kérdése. Az optimalizéalasi problémak
megoldasara a belsdpontos algoritmusok jol alkalmazhatoak. Példaul a tomoritd mintavétel esetén
konvex kvadratikus optimalizalasi feladatokhoz jutunk [6].

Karmarkar 1984-ben publikalta az elsd linearis programozasra vonatkozo belsépontos algoritmust [5].
Az évek soran sikerrel alkalmaztak ezeket a modszereket a linearis optimalizalasi feladatok
megoldasara [8, 10], majd altalanositottak 6ket a konvex optimalizalasi problémakra [2, 7].

A belsépontos modszerek esetén az elmozdulasvektoroknak egy osztalyat a centralis Gitnak megfeleld
rendszer algebrai atalakitasaval hatarozhatjuk meg [3]. Ezt a modszert Achache [1] altalanositotta
konvex kvadratikus feladatokra. A [4] cikkben egy linearis optimalizalasra vonatkozé Uj algoritmust
vezettlink be, sajatos elmozduldsvektorokkal. A tovabbiakban ezt a modszert terjesztjik ki konvex

kvadratikus optimalizalasra.
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A cikk a Collegium Talentum és az Erdélyi Muzeum-Egyesulet tAmogatésaval késziilt. A szerzék
koszonetiket fejezik ki a kutatasi munkahoz nydjtott timogatéaseért.

2. A kvadratikus optimalizaléasi feladat

Tekintsiik az alabbi primal-duél feladatpart:

1
minch+1xTQx, maxb’y — = x"Qx,
2 2 D
_ P) T e (D)
AX =D, A'y+s—Qx=c,
x>0, s>0,

ahol A egy m soros és n oszlopos matrix, Q egy n soros és n oszlopos szimmetrikus, pozitiv

szemidefinit matrix, b és ¢ pedig m-, illetve n-dimenzi6s oszlopvektorok és rang(A) =m.
1. Feltétel (bels pont feltétel). Létezik (x°,y°,s°) ugy, hogy
A =D, x° >0,

ATy? +5°—Qx° =c, s°>0.
A tovébbiakban feltételezzik, hogy (BPF) fennall, amely az 6ndudlis beagyazas modszerével mindig

(BPF)

megval6sithatd. Ebben az esetben x°=s’=e, ahol e az egyesekbél 4ll6 n-dimenzi6s vektor:

e=[1...1]". A primal-dual feladat optimalis megoldasat a kivetkezé rendszerrel hatarozhatjuk meg:

AX:b, XZOy
Ay +s-Qx=c, $>0, 1)
xs=0.

Az elsd két 6sszefliggést megengedettségi feltételnek nevezziik, a harmadikat pedig komplementaritasi

feltételnek. A komplementaritasi feltétel biztositja, hogy a megoldas optimalis lesz.

Az xs az x és s vektorok komponensenkénti szorzata, vagyis XS=[XS;, XS %,S,]" .

T
X, X X e . .
—1,—2,...,—”} jeldleést is minden x és s vektorra feltételezve, hogy s; #0,

Hasznélhatjuk az X {
s1 S2 Sn

S

barmely 1<i<n indexre. A belsépontos algoritmusok altalaban a centralis utat kovetik, melyet az

alabbi £ > 0 paramétertdl fiiggd rendszerrel adhatunk meg:

AX:b, XZO!
Ay +s-Qx=c, $>0, )
XS= 1@, u1>0.

Ha a bels6 pont feltétel fennall, akkor a (2) rendszernek egy egyértelmii megoldésa van minden egyes

1 >0 esetén, melyet analitikus centrumnak neveziink (Sonnevend [9]). A centrumok egy folytonos
gorbét hatdroznak meg. Ha a x paraméter nullahoz tart, akkor a neki megfelelé centrum az optimalis

megoldas egy adott pontossagu kdzelitését szolgaltatja.
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3. Egy 0j primal-dual algoritmus
A tovabbiakban a [3] cikkben bevezetett mddszert kovetve, a centralis utnak megfelelé nemlinearis
Osszefiiggést egy vele egyenértékii alakra hozzuk, majd a Newton modszert alkalmazva (j
elmozdulasvektorokat hatarozunk meg. Ennek érdekében tekintsik a pozitiv val6s szamok halmazan
értelmezett ¢ fuggvényt, melyrdl feltételezziik, hogy folytonosan differencialhatd és invertalhato.
Ekkor a centralis utat meghatarozé (2) rendszer felirhat6 a kovetkezéképpen:

Ax = b, X >0,

Ay +s-Qx=c, $>0,

(ﬂ(ﬁj =p@l), Vi=1..,n.
7,

A [4] publikaciéhoz hasonléan az aldbbiakban a gp(t)=t—\/f esettel foglalkozunk. Egy olyan

@)

. . . (s xs, 1 ) . .
algoritmust hatarozunk meg, amelynek minden |épésében az #>Z feltétel fenndll, ezért a ¢
MU

flggvényt is a t>% értékekre vizsgaljuk. Bevezetjik a v= /ﬁ vektort, amelyre a v>§
)7

Osszefliggés kell teljesuljon.
A cikk tovabbi részében feltételezziik, hogy adott (X,y,s) gy, hogy Ax=b és ATy+s—Qx=c.
Tovabbad x>0 és s>0,vagyis x és (y,S) szigorlan megengedett. A (3) nemlineéaris rendszerre

alkalmazva a Newton mddszert az alabbi dsszefiiggéseket kapjuk:
AAX =0,
ATAy + As —QAX =0,

[s—% %jAXJr[x—%\/g]As:,/yxs—xs.

Egy tetszéleges & vektor esetén legyen diag(&) az a diagonalmatrix, melynek f6atlojan a vektor

(4)

R VAX VAS . . )
elemei taldlhatak a megadott sorrendben. Bevezetjik a d, =— és d, =— jel6léseket, illetve
X S

S

2(v=v?) . ~ 1, (x .
legyen p, = e és A:;Adlag M Mivel znv(d, +d,) =SAX+ XAS a (4) linearis rendszer a

kovetkez6 skalazott alakban irhat6 fel:

Ad, =0,
A'Ay+d, -Qd, =0, (®)
d,+d, =p,.

A centralis Uttdl vald tavolsag becslését a S(Xs, u) = mértékkel valdsitjuk meg, ahol

[P =Hv—v2

2 2v—e

|||| az euklideszi norma. A fentiek alapjan az algoritmust a kévetkezé modon adhatjuk meg:
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Konvex kvadratikus optimalizalasi algoritmus Legyen & >0 a pontossagi paraméter, 0<d<1 a
redukci6s paraméter, és0 <z <1 a centralitasi paraméter. Feltételezzik, hogy (x°,y°,s%) teljesiti a

(O)TO 0.0

” , X ; X"S
belsd pont feltételt, 1° = és V0 = 5
7

> g. Tovébba feltételezziik, hogy S5(x°s°, 1) < 7.

begin

x=x% y=y% s=s% u=4u"

while x's > ¢ do begin
pu=Q1-0)u
meghatarozzuk a (Ax, Ay, As) Iépést a (4) dsszefliggés alapjan
X =X+ AX;
y=y+A4y,
S=S+AS;

end
end.

4. Kovetkeztetések

A [4] cikkben bevezetett algoritmust altalanositottuk konvex kvadratikus optimalizalasi feladatokra.

Az Uj mbdszer lényege az, hogy a centralis utnak megfelelé nemlinearis egyenletekre a ¢(t) =t —Jt
fuggvényt alkalmazzuk, majd egy Newton lépéssel hatdrozunk meg elmozdul&svektorokat.
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