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Abstract 
We deal with optimization opportunities arising from engineering problems. We solve monotone linear 
complementarity problems using interior-point algorithms. The optimal solution is approximated by following 
an ideal curve, the central path. We determine new search directions by solving the system of equations which 
defines the central path, and then using Newton’s method. This algorithm has the same theoretical efficiency as 
the best known interior-point algorithms. 

Keywords: interior-point algorithm, primal-dual, linear complementarity problem, Newton’s method, 
search direction 
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Összefoglalás 
Olyan optimalizálási lehetőségekkel foglalkozunk, amelyek mérnöki problémákból származnak. Monoton 
lineáris komplementaritási feladatokat oldunk meg belsőpontos algoritmusokkal. Az optimális megoldást egy 
ideális görbe, a centrális út követése által közelítjük meg. Egy új keresési irányt adunk meg a centrális utat 
meghatározó egyenletrendszer algebrai átalakítása által, majd ezt követően a Newton módszert alkalmazva. Az 
algoritmus elméleti hatékonysága azonos az eddig ismert legjobb belsőpontos algoritmusokéval. 

Kulcsszavak: belsőpontos algoritmus, primál-duál, lineáris komplementaritási feladat, Newton módszer, 
keresési irány 

 
1. Bevezetés 

Mérnöki és gazdasági problémák gyakran vezetnek különböző optimalizálási feladatokhoz, 
melynek során egy függvény szélsőértékét kell megkeresnünk bizonyos feltételek mellett. A 
merev testek dinamikájának problémája esetén optimalizációs eszközöket használhatunk, 
mivel általában egy közönséges differenciálegyenletet kell megoldani egy korlátos sokaságon. 
A feladat egy lineáris komplementaritási problémára vezethető vissza, amely megoldható a 
Lemke-féle pivotalgoritmus segítségével [1]. Amennyiben belsőpontos algoritmusokat 
alkalmazunk, hatékonyabb eredményt várhatunk el, mivel ezek általában polinom időben 
határozzák meg az optimális megoldást. 
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Az első belsőpontos algoritmust Karmarkar publikálta 1984-ben [6]. Ezt az algoritmust 
sikeresen alkalmazták a lineáris optimalizálási feladatok megoldására [9, 11], majd 
általánosították lineáris komplementaritási feladatra is [7, 8]. 

A belsőpontos módszerek esetén a keresési irányoknak egy osztályát a centrális útnak 
megfelelő rendszer algebrai átalakításával határozhatjuk meg [2]. 

A [3] cikkben egy lineáris optimalizálásra vonatkozó új algoritmust vezettünk be, sajátos 
elmozdulásvektorokkal. Az algebrai átalakítást úgy végeztük, hogy a centrális utat alkotó 
nemlineáris összefüggésekre az identitás függvény és a négyzetgyök függvény különbségét 
alkalmaztuk. Észrevehetjük, hogy az így kapott keresési irány nem vezethető le egyetlen 
eddig ismert belsőpontos algoritmusokra vonatkozó függvényosztályból sem, például nem 
adható meg önreguláris függvényekkel és az önkorlátozási tulajdonság is csak lokálisan 
teljesül. Később az algoritmust általánosítottuk konvex kvadratikus programozásra [4] és 
lineáris feltételektől függő konvex optimalizálásra [5]. A továbbiakban ezt a módszert 
terjesztjük ki monoton lineáris komplementaritási feladatra. 

A cikk a Collegium Talentum és az Erdélyi Múzeum-Egyesület támogatásával készült. A 
szerzők köszönetüket fejezik ki a kutatási munkához nyújtott támogatásért. 
 
2. A lineáris komplementaritási feladat 

A lineáris komplementaritási feladat célja egy olyan (x,s) páros meghatározása, melyre 
teljesül a következő összefüggés: 

,qMxs +=  
,0),( ≥sx                                                                              (P) 

,0=sxT
 

ahol s, x és q n-dimenziós oszlopvektorok és M egy n soros és n oszlopos mátrix. Ha az M 
mátrix pozitív szemidefinit, azaz 0≥MzzT  minden z vektorra, akkor monoton lineáris 
komplementaritási feladatról beszélünk. A cikk további részében az M mátrixról feltételezzük, 
hogy pozitív szemidefinit, tehát monoton lineáris komplementaritási feladatokat vizsgálunk. 
Annak ellenére, hogy a lineáris komplementaritási feladat nem egy optimalizálási probléma, 
fontos szerepe van a matematikai optimalizálásban, mivel a Karush-Kuhn-Tucker 
optimalizálási feltételek sok esetben ilyen problémákhoz vezetnek. Ez történik lineáris és 
kvadratikus optimalizálás esetén is. 

1. Feltétel (belső pont feltétel). Az általánosság megsértése nélkül feltehetjük, hogy létezik 
olyan ),( 00 sx  páros, amely teljesíti a következő feltételt: 

,00 qMxs +=  
.0),( 00 >sx  

(BPF) 

A továbbiakban feltételezzük, hogy (BPF) fennáll, amely az önduális beágyazás módszerével 
mindig megvalósítható. Ekkor esx == 00 , ahol e  az egyesekből álló n -dimenziós vektor: 

Te ]1,...,1[= . 
A feladat optimalitási feltételét a következő rendszer írja le:  

    ,qMxs +=  
   ,0),( ≥sx   
    ,0=xs  

(1) 

ahol xs  az x  és s  vektorok komponensenkénti szorzata, vagyis T
nnsxsxsxxs ],...,,[ 2211= . Azt 

mondjuk, hogy az x  és s  vektorok teljesítik a megengedettségi feltételt, ha az qMxs +=  
összefüggés fennáll. A belsőpontos algoritmusok a megengedett tartomány belsejében haladó 
centrális utat követve konvergálnak a megoldáshoz. 
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A centrális utat az alábbi 0>µ  paramétertől függő rendszerrel határozhatjuk meg: 
    ,qMxs +=                       ,0>x  
    ,exs µ=                              .0>µ  (2) 

Amennyiben a belső pont feltétel fennáll, akkor a (2) rendszernek minden rögzített 0>µ  
esetén egy, µ - centrumnak nevezett, egyértelmű megoldása van [10]. 
 
3. Egy új primál-duál algoritmus 

A [2-5] cikkekben bemutatott eljáráshoz hasonlóan a centrális útnak megfelelő nemlineáris 
összefüggést egy vele egyenértékű alakra hozzuk. Ennek érdekében tekintsük a pozitív valós 
számok halmazán értelmezett, folytonosan differenciálható és invertálható ϕ  függvényt. 
Ekkor a centrális utat meghatározó (2) rendszer felírható a következő alakban:  

        ,qMxs +=                        ,0>x  

        ),1(ϕ
µ

ϕ =






 iisx                   .,...,1 ni =∀  (3) 

Ezt követően a Newton módszert alkalmazva erre a rendszerre meghatározhatjuk a keresési 
irányokat. 
 

Legyen 0>ε  a pontossági paraméter, 10 <<θ  a redukciós paraméter, és 
10 <<τ  a centralitási paraméter. Feltételezzük, hogy ),( 00 sx  teljesíti a belső 

pont feltételt, 
20

00
0 esxv >=

µ
 és .);,( 000 τµδ <sx  Legyen .)( 00

0

n
sx T

=µ   

begin  
     ;0xx =  ;0ss =  ;0µµ =   
     while ε>sxT  do begin  
          ;)1( µθµ −=  
          meghatározzuk a ),( sx ∆∆  lépést a (4) összefüggés alapján 
          ;xxx ∆+=  
          ;sss ∆+=  
     end 
end. 

1. ábra. Belsőpontos algoritmus monoton lineáris komplementaritási feladatra 

A [4-5] publikációkhoz hasonlóan az alábbiakban a ttt −=)(ϕ  esettel foglalkozunk. A 
(3) nemlineáris rendszerre alkalmazva a Newton módszert az alábbi összefüggéseket kapjuk: 

,0=∆−∆ sxM  

.
2
1

2
1 xsxss

s
xxx

x
ss −=∆










−+∆










− µµµ  (4) 

Bevezetjük a 
µ
xsv = , 

x
xvdx

∆
=  és 

s
svds

∆
=  jelöléseket. Ebből következik, hogy 

sxxsddv sx ∆+∆=+ )(µ . 

Egy tetszőleges ξ  vektor esetén legyen )(ξdiag  az a diagonálmátrix, melynek főátlóján a 
vektor elemei találhatóak a megadott sorrendben. 
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Ekkor a (4) rendszer a következő skálázott alakban írható fel: 
,0=+Λ− sx dd  

,vsx pdd =+  
(5) 

ahol ),(),(,11 sdiagSvdiagVMVSVS ===Λ −−µ
 

.
2

)(2 2

ev
vvpv −

−
=

  

A centrális úttól való távolság becslését a 
ev

vvp
sx v

−
−

==
22

);,(
2

µδ  mértékkel valósítjuk 

meg, ahol ⋅  az euklideszi norma. A fentiek alapján az algoritmust az 1. ábrán látható módon 
adhatjuk meg. 
 
4. Következtetés 

A [3] cikkben bevezetett algoritmust általánosítottuk monoton lineáris komplementaritási 
feladatra. Az új módszer lényege az, hogy a centrális útnak megfelelő nemlineáris 
egyenletekre a ttt −=)(ϕ  függvényt alkalmazzuk. Minden iterációban az alkalmazott 
ekvivalens átalakítást követően a Newton módszer segítségével határozhatjuk meg az 
elmozdulási irányt. Ha a kezdeti pontok teljesítik a megengedettségi feltételt, akkor a primál 
és a duál térben is teljes Newton lépést lehet megtenni, és az így kapott új pontok is 
megengedettek lesznek. Ezt addig ismételjük, ameddig az optimális megoldást egy adott 
közelítéssel meg nem kapjuk. 
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