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Abstract

We deal with optimization opportunities arising from engineering problems. We solve monotone linear
complementarity problems using interior-point algorithms. The optimal solution is approximated by following
an ideal curve, the central path. We determine new search directions by solving the system of equations which
defines the central path, and then using Newton’s method. This algorithm has the same theoretical efficiency as
the best known interior-point algorithms.
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Osszefoglalas

Olyan optimalizalasi lehetdségekkel foglalkozunk, amelyek mérnéki problémakbol szarmaznak. Monoton
linearis komplementaritasi feladatokat oldunk meg belsépontos algoritmusokkal. Az optimalis megoldast egy
idedlis gorbe, a centrélis Ut kovetése altal kozelitjuk meg. Egy Uj keresési iranyt adunk meg a centralis utat
meghataroz6 egyenletrendszer algebrai atalakitasa altal, majd ezt kovetden a Newton mddszert alkalmazva. Az
algoritmus elméleti hatékonységa azonos az eddig ismert legjobb belsépontos algoritmusokéval.

Kulcsszavak: belsdpontos algoritmus, primal-dudl, linedris komplementaritasi feladat, Newton mddszer,
keresési irany

1. Bevezeteés

Mérnoki és gazdasagi problémak gyakran vezetnek kiilonb6z6 optimalizalasi feladatokhoz,
melynek soran egy fiiggvény szélsoértékét kell megkeresniink bizonyos feltételek mellett. A
merev testek dinamikajanak problémaja esetén optimalizacids eszkdzoket hasznalhatunk,
mivel altalaban egy kozdnséges differencialegyenletet kell megoldani egy korlatos sokasagon.
A feladat egy linearis komplementaritasi problémara vezethetd vissza, amely megoldhato a
Lemke-féle pivotalgoritmus segitségevel [1]. Amennyiben belsOpontos algoritmusokat
alkalmazunk, hatékonyabb eredményt varhatunk el, mivel ezek altalaban polinom id6ben
hatarozzak meg az optimalis megoldast.
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Az els6é belsOpontos algoritmust Karmarkar publikalta 1984-ben [6]. Ezt az algoritmust
sikeresen alkalmaztdk a linearis optimalizalasi feladatok megoldasara [9, 11], majd
altalanositottak linearis komplementaritasi feladatra is [7, 8].

A bels6épontos modszerek esetén a keresési iranyoknak egy osztalyat a centralis Utnak
megfelel6 rendszer algebrai atalakitdsaval hatarozhatjuk meg [2].

A [3] cikkben egy lineéris optimalizélasra vonatkozo Uj algoritmust vezettlink be, sajtos
elmozdulasvektorokkal. Az algebrai atalakitast ugy végeztik, hogy a centralis utat alkotd
nemlinearis 6sszefliggésekre az identitas fliggvény és a négyzetgyok fliggvény kilénbségét
alkalmaztuk. Eszrevehetjiik, hogy az igy kapott keresési irany nem vezetheté le egyetlen
eddig ismert bels6pontos algoritmusokra vonatkoz¢ fliggvényosztalybdl sem, példdul nem
adhaté meg oOnregularis fuggvényekkel és az onkorlatozasi tulajdonsdg is csak lokalisan
teljestil. Késébb az algoritmust altalanositottuk konvex kvadratikus programozasra [4] és
linearis feltételekt6l fiiggé konvex optimalizalasra [5]. A tovabbiakban ezt a modszert
terjesztjik ki monoton lineéris komplementaritési feladatra.

A cikk a Collegium Talentum és az Erdélyi Muzeum-Egyestlet tamogatasaval késziilt. A
szerzok koszonetiiket fejezik ki a kutatadsi munkéhoz nydjtott timogatasert.

2. A linearis komplementaritasi feladat

A linearis komplementaritasi feladat célja egy olyan (x,s) paros meghatarozasa, melyre

teljesil a kbvetkez6 Gsszefliggés:

s =Mx+q,

(x,8) =0, (P)

X's=0,
ahol s, x és g n-dimenzios oszlopvektorok és M egy n soros és n oszlopos matrix. Ha az M
maétrix pozitiv szemidefinit, azaz z'Mz>0 minden z vektorra, akkor monoton linearis
komplementaritasi feladatrol beszélink. A cikk tovabbi részében az M matrixrol feltételezzik,
hogy pozitiv szemidefinit, tehat monoton lineéaris komplementaritasi feladatokat vizsgalunk.
Annak ellenére, hogy a linearis komplementaritasi feladat nem egy optimalizalasi probléma,
fontos szerepe van a matematikai optimalizdldsban, mivel a Karush-Kuhn-Tucker
optimalizalasi feltételek sok esetben ilyen probléméakhoz vezetnek. Ez torténik linearis és
kvadratikus optimalizalas eseten is.

1. Feltétel (bels6 pont feltétel). Az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy 1étezik

olyan (x°,s°) paros, amely teljesiti a kdvetkezd feltételt:

s = Mx° +q,

(x°,s°%) > 0.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy (BPF) fennall, amely az 6ndualis beagyazas mddszerével
mindig megvalosithatd. Ekkor x°=s’=e, ahol e az egyesekbdl all6 n-dimenziés vektor:
e=[1..1".
A feladat optimalitasi feltételét a kovetkezo rendszer irja le:

s =Mx+aq,

(x,8) >0, Q)

xs =0,
ahol xs az x és s vektorok komponensenkénti szorzata, vagyis xs=[x,5;,%,S,,....X,S,]" . Azt
mondjuk, hogy az x és s vektorok teljesitik a megengedettsegi feltételt, ha az s=Mx+q

Osszefligges fennall. A belsépontos algoritmusok a megengedett tartomany belsejében halado
centralis utat kdvetve konvergalnak a megoldashoz.
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A centrélis utat az alabbi x> 0 paramétertdl fliggd rendszerrel hatarozhatjuk meg:
s =Mx+q, X >0,
XS = ue 0 (2)
- 1 /l > V.
Amennyiben a belsdé pont feltétel fennall, akkor a (2) rendszernek minden rogzitett 1 >0
esetén egy, u - centrumnak nevezett, egyértelmii megoldasa van [10].

3. Egy (j primal-dual algoritmus

A [2-5] cikkekben bemutatott eljarashoz hasonldan a centralis Gitnak megfelel6 nemlinearis
Osszefliggést egy vele egyenértékii alakra hozzuk. Ennek érdekében tekintsiik a pozitiv valds
szdmok halmazan eértelmezett, folytonosan differencidlhatdé és invertalhatd ¢ fliggvényt.
Ekkor a centralis utat meghatarozo (2) rendszer felirhat6 a kovetkez6 alakban:

s =Mx+q, x>0,

4¥ﬁj=¢m, Vi=1,..,n.
M

Ezt kovetéen a Newton modszert alkalmazva erre a rendszerre meghatarozhatjuk a keresési
irdnyokat.

(3)

Legyen ¢£>0 a pontossagi paraméter, 0<@<1 a redukcidos paraméter, €s

0<r<1 a centralitasi paraméter. Feltételezziik, hogy (x°,s°) teljesiti a belsé
x°s® e (xS
B

pont feltételt, v° = |=— T 5(x%,s% 1°) < 7. Legyen u°

begin
x=x% s=5% pu=u"
while x"s > ¢ do begin
u=Q1-0)y;
meghatarozzuk a (Ax,As) léepést a (4) dsszefliggés alapjan
X=X+ AX;
S=S+AS;
end
end.

1. &bra. Belsdpontos algoritmus monoton lineéris komplementaritasi feladatra

A [4-5] publikaci6khoz hasonléan az aldbbiakban a ¢(t) =t —+/t esettel foglalkozunk. A
(3) nemlineéris rendszerre alkalmazva a Newton mddszert az alabbi 6sszefiiggéseket kapjuk:

MAX — As = 0,
1 |us 1 |ux 4)
S—— [— |[AX+| X——.[— |AS = S — XS.
T o A T
Bevezetjik a v= \/E d —Y8% gs g —YAS clsléscket. Ebbdl kivetkezik, hogy
u X S

w(d, +d,) =SAX+ XAs.

Egy tetsz6leges & vektor esetén legyen diag(é) az a diagonalmatrix, melynek féatlojan a
vektor elemei talalhatéak a megadott sorrendben.
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Ekkor a (4) rendszer a kovetkez6 skalazott alakban irhat6 fel:

—-Ad, +d, =0, .
d, +d, =p,, ®)
2
ahol A = WVS™MVS™V =diag(v),S = diag(s), p, = y
vV—e
N R T .
A centréalis uttdl valo tavolsag becslését a o(x,s; 1) =T= e mértékkel valositjuk

meg, ahol || az euklideszi norma. A fentiek alapjan az algoritmust az 1. bran lathat6 modon
adhatjuk meg.

4. Kovetkeztetés

A [3] cikkben bevezetett algoritmust altalanositottuk monoton linearis komplementaritasi
feladatra. Az 1) moddszer lényege az, hogy a centrdlis Utnak megfeleld nemlineéris

egyenletekre a o(t)=t—+/t flggvényt alkalmazzuk. Minden iteraciéban az alkalmazott

ekvivalens atalakitdst kovetden a Newton modszer segitségével hatarozhatjuk meg az
elmozdulési irdanyt. Ha a kezdeti pontok teljesitik a megengedettségi feltételt, akkor a primal
és a dudl térben is teljes Newton lépést lehet megtenni, és az igy kapott Uj pontok is
megengedettek lesznek. Ezt addig ismételjik, ameddig az optimélis megoldast egy adott
kozelitéssel meg nem kapjuk.
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