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Abstract

In this paper we introduce a new infeasible interior-point algorithm, which is suitable for solving linear
optimization problems. With the algebraic transformation of the system which defines the central path we
introduce a new search direction, which can also be given with a locally self-concordant barrier function.
Because of the specific character of the search direction, the kernel function which determinates the barrier
function is not defined on a neighbourhood of the origin.

Keywords: linear optimization, infeasible interior-point algorithm, self-concordant barrier function,
Newton’s method, search direction

Mathematics Subject Classification (2010): 90C05, 90C51.
Osszefoglalas

Egy 0j nem megengedett belsdpontos algoritmust vezetiink be, amely linearis optimalizalasi feladatok
megoldasara alkalmas. A centralis Gtnak megfeleld egyenletrendszer algebrai atalakitasival egy 0j keresési
irAnyt hatarozunk meg, amely egy lokalisan 6nkorlatozo barrier fliggvénnyel is megadhatd. A keresési irany
sajatos jellegébdl adodoan a barrier fiiggvényt meghatarozd kernel fluggvény az origbnak egy adott
kdérnyezetében nem értelmezett.

Kulcsszavak: linedris optimalizalas, nem megengedett belsépontos algoritmus, Onkorlatozd barrier
fuggvény, Newton mddszer, keresési irany

1. Bevezeteés

A gyakorlati feladatoknak egy széles kore visszavezetheté optimalizalasi problémakra.
Fountoulakis, Gondzio és Zhlobich belsOpontos modszereket alkalmaztak a tomoritett
érzékelés (compressed sensing) kapcsan felmeriilé feladatok megoldasara [3]. Lineéris
optimalizalassal foglalkozunk, olyan belsépontos algoritmusokat [5, 7] hasznalva fel, amelyek
nem megengedett pontokbdl indulnak.

Nemrég, egy olyan uj belsOpontos algoritmust hatdroztunk meg, amely egy 0j keresési
irdnyra epul [2]. A centralis utnak megfeleld nemlinearis Osszefliggésre egy algebrai
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atalakitast alkalmaztunk. Ezt kovetden a Newton modszerrel 0 iranyokat kaptunk. Az
algoritmus olyan pontokat generdl, amelyek mindvégig megengedett megoldasai a primal,
illetve duél feladatoknak. 2006-ban Roos egy olyan nem megengedett pontokon keresztul
halad6é algoritmust publikalt, amely teljes Newton lépéseket tesz meg a kovetkezd pont
meghatarozasa érdekében [4]. Ebben a cikkben egy teljes Newton Iepéses nem megengedett
algoritmust vezetlnk be, amely a [2]-beli irAnyokra alapszik.

A cikk a Collegium Talentum és az Erdélyi Muzeum-Egyestlet tamogatasaval késziilt. A
szerzok koszonetiiket fejezik ki a kutatadsi munkéhoz nydjtott timogatasert.

2. A linearis programozasi feladat

Tekintsiik a kovetkez6 primal-dudl feladatpart:

minc'x, maxb'y,
Ax=Db, (P) A'y+s=c, (D)
x>0, s>0,

ahol Ae R™", rang(A)=m,beR"™ és ceR".
A centralis utat jellemez6 rendszer a kovetkez6 alakban irhato:

Ax =D, x>0,
Aly+s=c, $>0, (2)
XS = ue, u>0,

ahol xs a komponensenkeénti szorzata az x és s vektoroknak, vagyis xs =[xs,,X,S,.-,X,S,]" -
Ha a bels6 pont feltétel fennall, tehat létezik szigorian megengedett megoldasa a primal és a
dual feladatnak is, akkor egy rogzitett » >0 esetén a (2) rendszernek egyértelmii megoldasa
van, melyet u-centrumnak vagy analitikus-centrumnak nevezink (Sonnevend [6]). Ha
1 — 0, akkor a centrélis Ut a feladat optiméalis megoldasahoz konvergal.

3. A modositott feladatpar

Legyen ¢ >0, és feltételezziik, hogy a primal-dual feladatparnak létezik egy (x*,y",s")
optiméalis megoldésa, amelyre Hx*+s*” <¢, ahol ||||w az |, norma. A kezdeti pontok a

kovetkezoképpen vannak megadva: X° = e, y® =0,s° = e, u° = £, Vezessilk be az
=b-Ax’, r’=c-A"y’-s°

jeloléseket. Mivel a kezdeti pontok nem megengedett megoldasai a primal és a dudl
feladatoknak, ezért 0 < x <1lesetén tekintsiik az alabbi modositott primal-duél feladatpart:

min{(c-xr’)" x: Ax=b—x1,’, x>0} (P.)

max{(b- )" y:ATy+s=c—«r’, s>0} (D,)
A centralis utat jellemz6 rendszer a kovetkezoképpen adhatdé meg:

b-Ax=xr’, x>0,
c-Aly-s=x’ $>0, ©)
XS = L.

A tovabbiakban az [1] cikkben bevezetett modszert hasznaljuk az elmozdulasvektorok
meghatarozasara.  Ehhez  tekintsik az  R" ={xe SR|X >0}  felett  eértelmezett

@R — R folytonosan differencidlhato és invertalhato fliggvenyt. Ekkor a centrélis utat

meghatarozo (3) rendszer a kovetkezéképpen alakithato at:
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b— Ax = &1, x>0,
c—A'y-s=«r’, >0,

(4)
¢(XiSiJ=¢>(1), Vi=1...,n.
U

A cikk tovabbi részében a go(t):t—\/f esettel foglalkozunk. Ha x és (y,s) szigordan
megengedett megoldasa a (P.), illetve (D_) feladatoknak, akkor a Newton modszert
alkalmazva a (4) rendszerre, a kdvetkezo linearis rendszerhez jutunk:

AAX =0,
ATAY +As =0,
1 |us 1 |ux ®)
S—— 5= |AX+| X==_ 5= |AS =4/ tXS — XS.
( 2 x] ( 2 sJ a

A tovébbiakban a nem megengedett algoritmust vizsgaljuk.

4. Az algoritmus

Feltételezve, hogy x és (y,s) szigorGan megengedett megoldasa a (P.), illetve (D)
feladatoknak, egy olyan (Afx,Af y,Afs) lepést hatarozunk meg, amelyre a kapott vektorok a
(P.) es (D_) feladatoknak is megengedett megoldasai lesznek, ahol x, =(1-0)x és
0 < @ <1. Ekkor a kovetkez6 rendszert kapjuk:
AA"X = Okt
ATATYy +A"s = Ok,

1 ,Lls f 1 ILIX f
_Z |55 A N A I ey
(S 5 X] X+[X > SJ S XS — XS

" [xs : VA'X VA's . .
Vezessik be a v=_|—, valamint d, = és d, = jeloléseket. Fennall a
7 X S

(6)

w(d, +d.)=sA"x+xA"s Osszefiiggés. Ezeknek a jeldléseknek a segitségével felirhato a (6)
rendszer skalazott alakja:

Ad =% r
)7
0
A 7
ATty +d, =0k = ()
S
dX+dS:pV’
J— 2 ~
ahol pV:Z(Z\i/——Ve) és A=%Adiag(§} Tetsz6leges & vektor esetén diag(é) azt a

rrrrrr

Ha d +d, =-VW¥(v), akkor a ¥:R? - R, ¥(v) = Z'//(Vi) fuggvényt barrier fliggvénynek
i=1
nevezzik, ahol w:R, >R a hozza tartoz0 kernel fuggveny. A fenti esetben

1 t? t 1
Il =,0 | >R, 1)=—
w(z j v="

_E_Zln(Zt_l)’ tehat a kernel fuggvény R, -nak csak egy
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részintervalluman  értelmezett. A centrdlis 0ttél valdo tavolsag mérésére a

o(X,

- pd
Sy u) = ) =

v—Vv?2

5 jel6lést hasznaljuk, ahol || az euklideszi normat (vagy I, normat)
vV—eg

jeloli. Az algoritmus a kovetkezéképpen adhatoé meg.

Legyen ¢ >0 a pontossagi paraméter, 0 <& <1 a redukcids paraméter, és >0 a
centralitasi paraméter. Feltételezziik, hogy x° >0,s° >0 és x’s° = 1 %.
begin
x=x" y=y% s=s%
p=
k=1
while max(xT s,[b—AX|, Hc ~ATy— SH)Z e do
begin
(X, ¥,8) = (X,y,8) + (A"x,A"y,A"s);
p=Q1-0)u;
k=01-0)x;
(X, ¥,8) =(X,Y,8) + (AX, Ay, AS);
end
end.

1. &bra. Nem megengedett belsGpontos algoritmus

5. Kdvetkeztetés

Egy U], lineéris optimalizalasra vonatkozd belsépontos algoritmust vezettiink be, amely
lokalisan 6nkorlatozo barrier fliggvénnyel is megadhatd. Az ennek megfelel6 kernel fliggvény
sajatossdga az, hogy a pozitiv ortansnak csak egy részintervalluman értelmezett. Az
algoritmus nem megengedett pontokon keresztil kdzeliti meg az optimalis megoldast.
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