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Abstract 
Boundary layer flow of non-Newtonian fluids is examined along the horizontal and vertical plane orientation. 
The boundary layer flow is modeled by a system of partial differential equations, which are derived from the 
Navier-Stokes equation and the energy equation. A horizontal, permeable flat plate is placed in a non-Newtonian 
medium, while the vertical, impermeable flat plate is placed in non-Newtonian fluid-saturated porous medium. 
The assumed boundary layer flow is caused by free convection. Using similarity transformations the original 
mathematical model is reduced to a system of ordinary differential equations, its solutions provide the velocity 
and the temperature distribution in the boundary layer. Numerical approximate solutions are determined to 
illustrate the velocity and temperature changes in the boundary layer.  

Keywords: Navier-Stokes equation, non-Newtonian fluid, permeable surface, porous medium. 

Összefoglalás 
Nem-newtoni folyadékok határréteg áramlását vizsgáljuk vízszintes és függőleges tájolású síklap mentén. A 
határréteg áramlást a Navier-Stokes egyenletből származtatott parciális differenciálegyenlet rendszerrel és 
energia egyenlettel modellezzük. Vízszintes esetben áteresztő síklapot helyezünk nem-newtoni közegbe, míg 
függőleges esetben egy nem áteresztő síklapot nem-newtoni folyadékkal telített porózus közegbe helyezünk el. 
A feltételezett határréteg áramlást a szabad konvekció idézi elő. Hasonlósági transzformációk alkalmazásával 
visszavezetjük a matematikai modellt közönséges differenciálegyenlet rendszerré, amely megoldása megadja az 
áramlásban a sebesség és hőmérséklet eloszlást hasonlósági függvényekkel. Numerikus közelítő megoldásokat 
állítunk elő, melyekkel szemléltetjük a határrétegben végbemenő sebesség és hőmérséklet változást. 

Kulcsszavak: Navier-Stokes egyenlet, nem-newtoni folyadék, áteresztő felület, porózus közeg. 

 
1. Bevezetés 

A határréteg áramlás már több mint száz éve ismert, és azóta is aktívan kutatott területe a 
folyadékmechanikának. Elsőként az 1900-as évek elején Heinrich Blasius publikált vízszintes 
síklap menti folyadékáramlás kísérő jelenségeként megfigyelt határréteg áramlást leíró 
modelleket és ismertette azok analitikus megoldásait [2]. Az azt követő évtizedekben maradt a 
síklap mentén fölvett modell, különböző feltételekkel, melyek leírják a síklap mozgását, 
áteresztő képességét. Az 1970-es években megjelent publikációkban találkozhatunk először a 
függőleges síklap körüli határréteg áramlás vizsgálatával [4], [5]. A kutatási tématerület 
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népszerűségét a széleskörű gyakorlati alkalmazhatóságának köszönheti. A határréteg áramlást 
alkalmazzák például gázturbinák működtetésénél, polimer lemeztáblák és lemezhártyák 
gyártásánál, papírgyártás és üvegfújás során, műanyagok extrudálásánál, a geofizikában, 
geotermikus energia hasznosításánál [1], [7], [8]. 

Célunk egy vízszintes és egy függőleges áramlásra fölírt modell bemutatása és hasonlósági 
megoldásaik előállítása. 

 
2. Matematikai modellek 

Mindkét esetben kétdimenziós állandósult lamináris áramlást feltételezünk 
összenyomhatatlan hatványtörvény szerinti folyadék esetén. A folyadék félig végtelen síklap 
mentén áramlik, melynek a határréteg fölötti része ∞T  hőmérsékletű és állandó ∞U  
sebességgel áramlik. A Navier-Stokes egyenletből származtatott folytonossági egyenlet, mely 
mindkét modellben az anyag összenyomhatatlanságát fejezi ki: ( ) ( ) 0=∂∂+∂∂ yvxu . 

 
2.1. Vízszintes síklap feletti áramlás 

A mozgás és energiaegyenlet: 
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ahol hu  és hv  a sebesség x  illetve y  irányú komponensei, T  a határrétegben lévő folyadék 
hőmérséklete. Alkalmazzuk a ( )yuyuK h

1n
hxy ∂∂∂∂= −τ  nyírási feszültség és nyírási sebesség 

közötti hatványtörvény szerinti kapcsolatot, ahol 1n
h yu −∂∂γ  jelöli a kinematikai viszkozitást, 

K  a konzisztencia index, tα  a hődiffúzió és ργ K= .  
Az egyenletekhez járuló peremfeltételek: 
- a síklap felületén ( 0y = ):  ( ) 00,xuh = ,  ( ) )x(v0,xv wh = ,  ( ) )( wff TThyTk −=∂∂− ,              (2) 
ahol )x(vw  a síklap áteresztési képessége, fh  a hőátadási tényező, és k  a hővezetési 
együttható, 
- a határréteg fölött ( )∞→y :             ( ) ∞=∞ Uxu , , ( ) ∞=∞ TxT ,                                               (3) 
ahol wT  jelöli a síklap hőmérsékletét és fönnáll a következő reláció: ∞>> TTT wf . 

Bevezetjük az βη
x
yah = ,  ( )ηψ α

hfxb −= ,  ( ) ( )∞∞ −−= TTTTyxw f),( , alábbi dimenziómentes 

változókat, melyben az βα ,,b,a  konstansok, a Ψ  pedig az áramfüggvény. Az yu ∂∂= ψ , 
xv ∂∂−= ψ  alkalmazásával automatikusan teljesül a folytonossági egyenlet.  

Másrészről behelyettesítve a mozgásegyenletre és elvégezve a megfelelő egyszerűsítéseket:  
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ww Ux)x(v)1n(f −

∞+−= λ  jelöli a síklapon átáramló mennyiséget. 
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hőmérsékletre kapott egyenlet 

( ) 0)()(
1

Pr)()( 1 =Θ′
+

+
′

Θ′′′ − ηηηη hhh
n

h f
n

f ,                                              (6) 



211 
 

ahol ωγ /Pr =  a Prandtl-számot jelöli. Transzformálva az energiaegyenlethez (3)-ban felírt 

feltételt: ( ) ( ) ( )( )01)()0( 1112
hf

nn
h xhkux Θ−−=Θ′ −+−

∞γ . Megjegyezzük, hogy csak ( ) ( )11 +−= n
f xcxh  

esetén létezik hasonlósági megoldás. A (3) felírt másik feltételt a ( ) 0lim)( =Θ=∞Θ
∞→

η
η

 

feltétellel jellemezhetjük. A (4), (6) egyenletrendszer megoldásait a [3] dolgozatban mutattuk 
be. 

 

2.2.  Függőleges síklap menti áramlás 
A mozgás és energiaegyenlet:  
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ahol u  és v  jelölik az x  és y  irányú sebességkomponenseket, g a gravitációs gyorsulás, vK  
a porózus közeg áteresztő képessége, vβ  a hőtágulási együttható, ν  a kinematikai viszkozitás, 
T a folyadék hőmérséklete és mα  jelöli a hőmérséklet-vezetési tényezőt. 

Bevezetjük az alábbi dimenziómentes változókat:  
Lxxv = ,   ( )LyRay 21

v = ,   ( )uLRau m
1
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v α−= ,   ( ) ( )∞∞ −−= TTTT rvθ , 
ahol L  a felület karakterisztikus hossza, rT  a referencia hőmérséklet és 

ναβ mrvv /L)TT(gKRa ∞−=  a porózus közeg Rayleigh száma. Alkalmazva ezeket a 
változókat, az alábbi dimenziómentes egyenletrendszert kapjuk (lásd Pop and Ingham [8]): 
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A fizikai jelenséget az alábbi peremfeltételekkel írjuk le: 
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- ha ∞→y :   0)y,x(v →θ ,                                                                                                    (10) 
ahol )(xA , )(xB  és )(xC  egyelőre x  ismeretlen függvényei. 

Keressük az (8) egyenletrendszer hasonlósági megoldását az alábbi formulákkal: 
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ahol vψ  az áramfüggvény, a szokásos értelmezésben: yu vv ∂∂= ψ  és xv vv ∂∂−= ψ . A (8) 
egyenletekből az (11)-gyel és a paraméterekre m1p += , m21q +=  és mr =  választással 
kapjuk: 
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A hasonlósági változóval dimenziómentesített peremfeltételek: 
   0v =η :                             ( ) 00fv = ,           1)0()0()1( =′−− hh εε ,                                  (13) 
   ∞→vη :                                          0)(h v →η .                                                              (14) 
A (12)-ben felírt egyenleteknek a (13) és (14)-el létezik hasonlósági megoldása, ahol 

2/3
rv )TT(b ∞−=ε , továbbá vizsgáljuk az 0=ε , 1=ε és ∞→ε  eseteket. A (12) csatolt  

egyenletrendszer megoldásait a [6] dolgozatban mutattuk be. 
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3. Numerikus megoldások 

A (4),(6) és (12) feladatok numerikus közelítő megoldásait MAPLE 12 programmal 
állítottuk elő, alkalmazva a beépített peremérték megoldó metódust. A megoldások 
szemléltetése a prezentációban illetve a [3] és [6] cikkekben látható. 

 

4. Összefoglaló 

Vizsgált modelljeink hasonlósági megoldásaival megadjuk a kialakuló határrétegben 
végbemenő sebesség és hőmérséklet változásokat. Vízszintes síklap esetén a hidrodinamikus 
határréteg vastagsága jelentősen csökken n növelésével, továbbá a fal hőmérséklet és a 
termikus határréteg vastagsága csökken a nPr,  és wf  paraméterek növelésének hatására. 

Függőleges síklap körüli áramlásnál a megoldásokból látszik, hogy 0=ε  esetén a 
hidrodinamikai és termikus határréteg vastagsága csökken, míg a kezdeti sebesség és 
hőmérséklet állandó az m  paraméter növekedése mellett. Míg 1=ε  és ∞→ε  esetekben a 
kezdeti sebesség és hőmérséklet csökken a síklap mentén az m  paraméter növekedésének 
hatására, emellett ezekben az esetekben a határrétegek vastagsága állandónak tekinthető. 
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