DOI: 10.36243/fmtu-2014.045

FIATAL MUSZAKIAK
TUDOMANYOS ULESSZAKA XIX.

Kolozsvaér, 2014. méarcius 20-21.

FOLYADEKARAMLASI PROBLEMAK VIZSGALATA
HASONLOSAGI MODSZERREL NEM-NEWTONI
KOZEGBEN

INVESTIGATION OF FLUID FLOW PROBLEMS OF NON-
NEWTONIAN FLUIDS WITH SIMILARITY METHOD

HRICZO Krisztian

Miskolci Egyetem, Gépészmérnoki és Informatikai Kar, Analizis Intézeti Tanszék, 3515,
Magyarorszag, Miskolci-Egyetemvaros, Egyetem Gt 1. Telefon: +36-46-565-111/18-82,
Cim: 3786, Magyarorszag, Lak, Dézsa Gydrgy Ut 14., krisztian.hriczo@gmail.com

Abstract

Boundary layer flow of non-Newtonian fluids is examined along the horizontal and vertical plane orientation.
The boundary layer flow is modeled by a system of partial differential equations, which are derived from the
Navier-Stokes equation and the energy equation. A horizontal, permeable flat plate is placed in a non-Newtonian
medium, while the vertical, impermeable flat plate is placed in non-Newtonian fluid-saturated porous medium.
The assumed boundary layer flow is caused by free convection. Using similarity transformations the original
mathematical model is reduced to a system of ordinary differential equations, its solutions provide the velocity
and the temperature distribution in the boundary layer. Numerical approximate solutions are determined to
illustrate the velocity and temperature changes in the boundary layer.
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Osszefoglalas

Nem-newtoni folyadékok hatérréteg dramlasat vizsgéljuk vizszintes és fiiggbleges tajolasu siklap mentén. A
hatarréteg aramlast a Navier-Stokes egyenletb6l szarmaztatott parcialis differencialegyenlet rendszerrel és
energia egyenlettel modellezziik. Vizszintes esetben atereszté siklapot helyeziink nem-newtoni kdzegbe, mig
fuggobleges esetben egy nem atereszté siklapot nem-newtoni folyadékkal telitett por6zus kézegbe helyeziink el.
A feltételezett hatarréteg aramlast a szabad konvekcio idézi eld. Hasonlosagi transzformaciok alkalmazasaval
visszavezetjilk a matematikai modellt kozonséges differencidlegyenlet rendszerré, amely megolddsa megadja az
aramlasban a sebesség és homérséklet eloszlast hasonlosagi fliggvényekkel. Numerikus koézelitdé megoldasokat
allitunk el6, melyekkel szemléltetjiik a hatarrétegben végbemend sebesség és hdmérséklet valtozast.

Kulcsszavak: Navier-Stokes egyenlet, nem-newtoni folyadék, atereszt6 feliilet, porozus kozeg.

1. Bevezetes

A hatérréteg aramlas mar tobb mint szaz éve ismert, és azota is aktivan kutatott terilete a
folyadékmechanikanak. Elséként az 1900-as évek elejen Heinrich Blasius publikalt vizszintes
siklap menti folyadékaramlas kisérd jelenségeként megfigyelt hatarréteg aramlast leird
modelleket és ismertette azok analitikus megoldésait [2]. Az azt kdvetd évtizedekben maradt a
siklap mentén folvett modell, kiilonbozé feltételekkel, melyek leirjak a siklap mozgasat,
ateresztd képességét. Az 1970-es években megjelent publikaciokban taldlkozhatunk eldszor a
fiiggdleges siklap koriili hatarréteg aramlés vizsgalataval [4], [5]. A kutatasi témateriilet
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népszerliségét a széleskorli gyakorlati alkalmazhatosaganak koszonheti. A hatarréteg aramlast
alkalmazzdk példdul gazturbinak milkodtetésénél, polimer lemeztabldk és lemezhartyak
gyartasanal, papirgyartds és iivegfijas sordn, mlianyagok extrudaldsanal, a geofizikaban,
geotermikus energia hasznositasanal [1], [7], [8].

Célunk egy vizszintes €s egy fiiggdleges aramlasra folirt modell bemutatasa és hasonlosagi
megoldasaik eléallitasa.

2. Matematikai modellek

Mindkét esetben  kétdimenzidés allandosult  laminaris  aramlast  feltételeziink
0sszenyomhatatlan hatvanytorvény szerinti folyadek esetén. A folyadék félig végtelen siklap
mentén &ramlik, melynek a hatarréteg folotti része T, hémérsékletii és allanddé U,
sebességgel aramlik. A Navier-Stokes egyenletb6l szarmaztatott folytonossagi egyenlet, mely
mindkét modellben az anyag 6sszenyomhatatlansagat fejezi ki: (du/ax)+(@v/ay)=0.

2.1. Vizszintes siklap feletti aramlas
A mozgas és energiaegyenlet:
0
up, auh +V, auh zl Txy , up, ﬂJthﬂ:a— atﬂ , (1)
0 X oy p 0y oX oy 0y oy

ahol u, és v, asebesség X illetve y iranyu komponensei, T a hatarrétegben 1év6 folyadék

hémérséklete. Alkalmazzuk a z,, = K |ou, /ay[" " (ou, /dy) nyirasi feszilltség és nyirasi sebesség
kozotti hatvanytorvény szerinti kapcsolatot, ahol ;/|auh /ay|”‘l jeléli a kinematikai viszkozitast,
K a konzisztencia index, ¢, ahédiffuzio és y =K/p.

Az egyenletekhez jaruld peremfeltételek:

- asiklap feluletén (y=0): u, (x0)=0, v, (x0)=v,(x), —k(@T/ay)=h, (T, -T,), ()
ahol v,(x) a siklap ateresztési képessége, h. a hdatadasi tényezd, és Kk a hdévezetési
egyutthato,

- a hatarréteg folott (y — o): u(x,0)=U_, T(x0)=T, (3)

ahol T, jeloli a siklap hdmérsékletét és fonnall a kovetkezo relacio: T, >T, >T .
Bevezetjik az 7, = aiﬂ, w=bxf,(n), w(x,y)=(T-T,)/(T, -T,), alabbi dimenziémentes
X

valtozokat, melyben az a,b, «, B konstansok, a ¥ pedig az aramfuggveny. Az u=0dy /oy |,
v=-0y/ox alkalmazasaval automatikusan teljesul a folytonossagi egyenlet.
Masrészrol behelyettesitve a mozgéasegyenletre és elvégezve a megfeleld egyszertsitéseket:

nn— !r, 1 "
th1 1fh)+mfh fr=0, (4)
HO-0,  H0)=T, )= lim fo)-2 ®

ahol f, =—(n+1)v,( x)(x“//lu i”*l) jeloli a siklapon ataraml6 mennyiséget.
Az energiaegyenletb6l a w hasonldsagi figgvénnyel ©,(n)=w(x,y) dimenziomentes
hémérsékletre kapott egyenlet

[teenr i) + " 1 men i =o, (6)
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ahol Pr=y/w a Prandtl-szamot jel6li. Transzformélva az energiaegyenlethez (3)-ban felirt

feltételt: ®;(O)=—(Xy/u§*”)'/(n+l)k*lhf(x)(l—@h(o)). Megjegyezziik, hogy csak h, (x)=cx ¥

esetén létezik hasonldsagi megoldas. A (3) felirt maésik feltételt a ©() = limO(7)=0
n—0

feltétellel jellemezhetjik. A (4), (6) egyenletrendszer megoldésait a [3] dolgozatban mutattuk
be.

2.2. Fiiggoleges siklap menti aramlas
A mozgas és energiaegyenlet:
g-Ihr gy g0, 2T )
v OX oy oy

ahol U és v jeldlik az x ésy iranyu sebességkomponenseket, g a gravitacios gyorsulds, K,
a porozus kozeg atereszt6 képessége, B, a hétagulasi egyiitthato, v a kinematikai viszkozitas,
T a folyadék homérséklete és «,, jeloli a hdmérséklet-vezetési tényezot.

Bevezetjik az alabbi dimenziomentes valtozokat:

X, =%/L. y, =Ra**(y/L), u, =Ra*(L/ay )0, v, =Ra™¥*(L/a, V. 6,=(-T,)/T -T.)
ahol L a felllet Kkarakterisztikus hossza, T, a referencia homérséklet ¢és
Ra=gK,A,(T,-T, )L/a,v a porozus kozeg Rayleigh szdma. Alkalmazva ezeket a
valtozokat, az aldbbi dimenzidmentes egyenletrendszert kapjuk (lasd Pop and Ingham [8]):
26, 26, 0%,

=0, ! v v - ' 8
e = Yax Y oy  oy? ®)
A fizikai jelenséget az aldbbi peremfeltételekkel irjuk le:
1/2 06
-ha y=0: v, (x0)=0, A(x)(Tr—Tw)ev(x,O)—B(x)(Tr_TOO)R"’I‘_ (@J =C(X); 9)
y=0
-hay—>w: 6,(x,y)—>0, (10)

ahol A(x), B(x) és C(x) egyelore x ismeretlen fliggvényei.
Keressik az (8) egyenletrendszer hasonldsagi megoldasat az alabbi formuléakkal:
no=xy,  w (xy)=x"f, (), 8,(xy)=x"(n), (11)
ahol y, az aramflggveny, a szokasos ertelmezésben: u, =0y, /oy és v, =-0y, /ox. A (8)
egyenletekbdl az (11)-gyel és a paraméterekre p=1+m, q=1+2m és r=m valasztassal
kapjuk:

£/ =h, h"—(1+22mjfv’h+(1+m)fvh':0. (12)

A hasonldségi valtozoval dimenzidmentesitett peremfeltételek:
7, =0: f, (0)=0, (1-£)h(0) - £h'(0) =1, (13)
n, —> 0" h(n, )—>0. (14)

A (12)-ben felirt egyenleteknek a (13) és (14)-el létezik hasonlosagi megoldésa, ahol
e=b,(T, —T,)¥?2, tovabba vizsgaljuk az =0, £=16s ¢— o eseteket. A (12) csatolt
egyenletrendszer megoldasait a [6] dolgozatban mutattuk be.
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3. Numerikus megoldasok

A (4),(6) és (12) feladatok numerikus kozelit6 megoldasait MAPLE 12 programmal
allitottuk eld, alkalmazva a beépitett peremérték megolddo metdodust. A megoldasok
szemléltetése a prezentacioban illetve a [3] és [6] cikkekben lathato.

4. Osszefoglald

Vizsgalt modelljeink hasonlésagi megoldasaival megadjuk a kialakuld hatarrétegben
vegbemend sebesség és hémérséklet valtozasokat. Vizszintes Siklap esetén a hidrodinamikus
hatarréteg vastagsaga jelentdsen csokken n novelésével, tovabba a fal homérséklet és a
termikus hatarréteg vastagsaga csokkena Pr, n és f, paraméterek ndvelésenek hatésara.

Fliggleges siklap koriili aramlasnal a megoldasokbol latszik, hogy &=0 esetén a
hidrodinamikai és termikus hatarréteg vastagsaga csokken, mig a kezdeti sebesség és
hémérséklet allandé az m paraméter novekedése mellett. Mig £=1 és & — o esetekben a
kezdeti sebesség és homérséklet csokken a siklap mentén az m paraméter novekedésének
hatasara, emellett ezekben az esetekben a hatarrétegek vastagsaga allandonak tekinthetd.
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