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Abstract

The paper presents an optimized balancing method for spatial articulated mechanisms. The presented
method offers an optimized solution, minimizing the remaining unbalanced forces and moments.
Considering the combined effects of the forces and inertia moments, the offered solution can be
applied for one or two balancing axes. The method calculates the phase angles for arbitrary chosen
counterweights and the values for the corresponding counterbalancing forces.

Keywords: balancing, optimal, mechanism, dynamic.

Osszefoglalas

A dolgozat tér és sikban fekvd karos mechanizmusok optimalis kiegyensulyozasanak egyik modszerét
mutatja be. A modszer a kiegyensulyozatlanul maradt tehetetlenségi erék és a tehetetlenségi erék
nyomatékainak minimalis értékekre vald csokkentésére ad megoldast. Nagy elonyt jelent az egy- vagy
kéttengelyes kiegyensulyozasra valo alkalmazhatdsaga, figyelembe veszi a nyomatékok Gsszhatasait,
¢és kiszamitja a tetsz6leges helyen valasztott ellenstlyok fazisszogét és az altaluk kifejtett kiegyensu-
lyoz6 erék értékét

Kulcsszavak: karos mechanizmusok, dinamikus kiegyensulyozas, optimalis

egyensulyoz6 tengelyre elhelyezett ellen-

1. Amegoldas elméleti alapjai sulyok OX tengely szerint szabadon valasz-

Képzeljiink el egy géptorzshdz rogzitett
OXYZ koordinata-rendszert, amelynek
tengelyei rendre parhuzamosak a gépben
forgdmozgast végzo, kiegyensulyozasra
alkalmas tengelyekkel (1. dbra). Az OX
koordinataval parhuzamos kiegyensulyozo
tengely az OYZ sikot az y = a, és z = a,
koordinatapontokban metszi. Erre a ki-

tott koordinatai x = a; és x = a,. Hasonlo-
képpen az OY koordinatatengellyel parhu-
zamos kiegyensulyoz6 tengely az OXZ
sikot az x = b, és z = b, pontokban metszi,
az ellenstlyok pedig az y = b; és y = b,
koordindta pontokban lesznek elhelyezve.
Az OZ koordinatatengellyel parhuzamos
kiegyensulyozo tengely az OXY sikot x =c,
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és y = ¢, pontokban metszi, a tengelyhez
tartozé ellensulyok helyzetei a z = ¢, és z =
¢, koordinatakkal vannak jelolve.

Az 1.4bran szerepld kiegyenstlyozo
tomegek pillanatnyi szoghelyzetét az ot+¢
kifejezéssel adhatjuk meg, ahol a ¢ szog a
fazisszog.

>
>

A kineti-statikus elvnek (D’Alembert-
elvnek) megfelelden [1], a lengést gerjesztd
er6k ¢és nyomatékok vektorkettése a ki-
egyensulyozo6 tomegek altal gerjesztett er6k
és nyomatékok vektorkettdsének ellentétje,
amely szerint 6sszegiik zéro, azaz:

SA®

ot+e,,

5 )

® ‘ az
P
y4

a

l.abra. 4 koordinadta-rendszer, amelynek tengelyei rendre parhuzamosak a gépben forgo-
mozgdast végzo, kiegyensulyozasra alkalmas tengelyekkel

ZFX =0=Apyx cos®-t+Bpy -sino-t+Fz; ~cos(oo-t+<p21)+Fzz -cos((;)-t+(pz2)

+FY1 ’Sin((l) t+ (pY1)+ FY2 -sin

ZFY =0=Afycoso-t+Bpysino-t+ FX]cos(w~t+(le )+ szcos(m-t+q>x2)

+Flein(0)~t+(p21 )+ Fzzsin(m-t
ZFZ =0=Agzcosw-t+Bgzsinw-t+ FXlsin(w ‘t+o

+FY100s(c) “t+0vq )+ FyzCOS((D .

(m't+(PY2)

(1)
+(Pzz)

x1)+ Fxosin(o-t+0x;)

tJr(Pyz)

ZMX =0=Ayx cosot+Byx sinot+b; -Fyy -cos(m- t+ Qv )+

+b2 ‘FYZ ‘COS(CO‘t+(pyz)_C1 ‘FZl ‘Si]fl((l)'t"’(l)z])—(:z ‘FZZ 'Sin(OJ't+(Pzz)—

—ay -Fxq -cos(m -t+<le)—ay -Fxo ~cos(o)~t+(pxz)+

+a, -Fy-sin(o-t+9y;)+a, Fxy -sin(@t+¢x;)
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ZMy =0=Apy -cos®-t+Byy sinw-t+cy - Fzy ~cos(m~t+q)z1)+

+c,-Fypp -cos(m~t+q>z2)—a1 -Fxq -sin(@-+@yx ) —a, -Fyp -sin(@-t+¢yxy) — (2)
-b,-Fy; -cos(w-t+(pY1)—bZ -Fy, ~cos(u)~t+(pY2)+

+b, Fysin(w-t+¢y;)+ b Fyrsin(@-t+@yy)

ZMZ =0=Apz -cos®-t+ By -sino-t+a; - Fy, -cos(m-t+(le)+

+a,-Fyo ACos(m4t+(pX2)—b1 -Fyp -sin(@-t+¢@yy)—by - Fyp -sin(@-t+ ¢y, ) +

+cy - Fzy ~sin(oo~t+(p21)+cy -Fzy ~sin(o)~t+(pzz)—

—c, -Fz-cos(o-t+9z)—c, -Fzy-cos(@-t+¢z)
A konnyebb érthetség végett bevezetjiik az kdvetkezd jeldléseket:

Q; =Fx;-cosoxy; Qp =Fxy -cosox,
Ry =Fx;-sinpyx;; Ry =Fx, singx,

Sy =Fyy-cospyy; Sy =Fy; -cospy; (3)

Ty =Fy;-singy;; T, =Fy, -singy,
Uy =Fz1-cos9z1; Uy =Fz;-cosez,
Vi =Fz;singzy; V) =Fz -singz,

A (3) jelolésekkel, az (1) és (2) egyenletek a kdvetkezo alakban irhatok:

D F,=0=(Apx +U; + Uy +T; +T,) coso- t+(Brx — V; =V, + 8, +8S,) - sinw- t

D F,=0=(Apy +Q; +Q;y +V; +V;)-cosw-t+(Bpy + Uy + Uy —R; —R,)-sinw-t

D F, =0=(Agz +S; +S; +R| +Ry)-cosw-t+(Bgy +Q; +Q, =T = T) sinw- t

D My =0=(Apx +b;-S;+by Sy —c; -V —cy -V, —a, -Q —ay-Q, +a, Ry +
+a,-R,)-cosot+(Byx—b; Ty —by Ty —¢;-U; —¢cy - Uy +a,-Qp+a, -Qy + (4)
+ay-Ry+ay-Ry)-sinwt

D My =0=(Ayy —a;-Rj—ay Ry +¢;-Up+¢y-Uy b, -8 =b, S, +b, Ty +b, - Ty)-cos -t +
+Byy—c;-Vi—cy- Vo —a;-Q;—a,-Qy +b, Ty +b, - T, +b, -S; +b, -S;) -sinw- t

DM, =0=(Ayz+a;-Q +ay-Qy=b; Ty =by- Ty +cy - Vi, Vy —¢y - Uy = - Uy) - cosw- t+

+(BMZ—31‘R1—aZ‘RZ—bl‘Sl—bz‘Sz +Cy‘U1+Cy‘U2 +CX‘V1+CX‘V2)‘Sin(D‘t

Ahhoz, hogy a mechanizmus kiegyensu-
lyozasat a teljes kinematikai ciklusra meg-
valdsitsuk, a (4) egyenletnek a t id6paramé-
ter barmely értékére teljesiilnie kell. Ez a
feltétel csak akkor valosulhat meg, ha a
rendszer minden egyenlete cos ot-s &és

sin ot-s tagjainak egyiitthat6it egyenlévé
tessziik zéroval. Ezzel a feltétellel egy, 12
egyenletbol allo és 12 ismeretlent tartalma-
z6 linearis egyenletrendszert kapunk, mely-
nek matrix alakja a kovetkezo:
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0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0o -1 -1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0o -1 -1
-ay, -ay a, a, b b 0 0
a, a, a, a, 0 0 -b -by
0 0 -a -a, -b, -b, b, Dby
-a; -a, 0 0 b, by b, by
a a, 0 0 0 0 -b -by
0 0 -a -a; -by -b, 0 0

Ugyancsak az (3) egyenletekbdl szamit-
juk ki a kiegyensulyozo erdk fazisszogeit is,
azaz:

~1l R _1/ R
$x1 =tan 1(—1] ¢xo =tan 1[—2J
Q Q;
-1 Ty - T
=tan — = tan —_—
Py (SIJ Py2 (Szj
-1l W -1f Vo
=tan | — =tan | —
P71 [Ul ] P72 [Uzj

A (6) egyenletekben lényeges a szamla-
16 és a nevezd eldjelének megtartasa, mivel
a fazisszoget eldjelesen kell szamitanunk.
(Pozitiv az eldjel, ha a szdget az dramutatd
jarasaval ellentétesen mérjiik.)

A gép torzsén rezgést okozo tehetetlen-
ségi és ezeket részben kiegyensulyozo erék
és nyomatékok kiegyensulyozatlanul ma-
radt erbinek és nyomatékainak Fourier-
egyiitthatoit a kovetkez6 matrixegyenlet
fejezi ki:

(6)

Ri :Pij Q] +Fi
ahol,
R; - a Fourier-sorral kifejezett, optimi-

(7)

zalas utani kiegyensulyozatlan erék és
nyomatékok egyiitthatdinak oszlopmatrixa;
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1 1 0 0 Q —Apx
00 -1 -11Qy| |-Bgx
0 0 1 1 R; - Apy
1 1 0 0 ||R, -Bpy
0 0 0 0 S, -Agpz
0 0 0 0 ||S| |-Bg (5)
0 0 -¢ —¢f||T -Aumx
-¢; —¢ 0 0 T, -Byx
¢, ¢ 0 0 U, -Aumy
0 0 -¢ —¢||U, -Buy
—Cx —Cx Cy Cy [V -Ayy
¢y Sy & & J(V2) (-Bwz

P; - a kiegyensulyozo erék ¢s tengelyek

helyzetét meghatdroz6 matrix;
Q; - az optimalis kiegyenstlyozo erdk

oszlopmatrixa;
F;- a Fourier-sorral kifejezett tehetet-

lenségi erdk és a tehetetlenségi er6k nyoma-
tékai egylitthatdinak oszlopmatrixa.

A (7) egyenletben kéttengelyes kiegyen-
sulyozas esetén i=1,2...12 és j=1,2...8, egy-
tengelyes kiegyensulyozas esetén pedig
i=1,2...10 és j=1,2...4.

A kiegyensulyozatlanul maradt erék és
nyomatékok minimalizalasara az egyiittha-
tokat meghatarozé fiiggvény kvadratikus
alakjat hasznaljuk, azaz:

U=R.T.R.

i Ry (8)

A (8) fiiggvény optimalis értéke megha-
tarozhato, ha a figgvényt a ,j” alkotobol
allo kiegyensulyozo6 Qy erék szerint derival-
juk, azaz:

L(R; 1 TORi]
VAT g  gT. A
z[ﬂQk ot

)
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Vegyiik észre, hogy az R; oszlopmat-
rixra, valamint teljes derivaltjara felirhatd,
hogy:
R; T

A

Ry

T
‘R; =R; .éQ ,
Kk

(10)

amely segitségével a (9) kifejezés a kovet-
kezd alakra hozhat6:

(11)

Ha a (7) matrixegyenletben a kiegyensu-
lyozatlanul maradt er6k  Fourier-
egylitthatoit a Qy altalanos erd szerint deri-
valjuk, akkor a kovetkezd kifejezésre ju-
tunk:

&:L(Pl] QJ +Fl)

12
Qg Ay (12)

Mivel a P; és a F; oszlopmatrix nem
fiigg a kiegyensulyozo eroktdl, kovetkezik,
hogy:

Sy oes Fi_g
Ay Ay
(13)

Ezzel az eredménnyel a (12) kifejezés a
kovetkezoképpen irhato:

R; 0 0
A __ Y p.0o.=P..- 2 0.
Ay, Ay Q=i Ay Qi
(14)
RT 0 ( T
R0y o)
a)k &k ! ! (]5)
0 T pT_ O T p T
R

Ha a (7), (14) és a (15) egyenldségeket
behelyettesitjiik a (11) egyenletbe, megfele-
16 rendezés utan a kovetkezo alakot kapjuk:

dU j R; T
d___z.E_ ‘R =

=235 o By (0 + )

Az U optimalo fiiggvény helyi mini-
mum értékét a kdvetkez6 feltétel hatarozza
meg:

dU
o0 17
a0 (17)
A fenti feltételhez elégséges hozzacsa-
tolni a (16) egyenletbdl kifejezett feltételt,
ahonnan megkapjuk a (18) egyenletet,

PIJT(PIJQ]+FI):O (]8)
vagy a (19) osszefiiggést.

Vezessiik be a kdvetkezo jeloléseket:

SRR 21)

Ezekkel a (19) egyenletet Qj-re linedris
alakra hoztuk:
Njj-Qj+K;=0. (22)

A megoldas Q; er6k meghatarozasira a
kovetkezo,

Q;=-Nj ' K. (23)

Feltételezziik, hogy az egytengelyl ki-
egyensulyozast a gépben 1étez6 OZ tengely-
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re szerelt ellensulyokkal probaljuk megva-
l6sitani.

Ebben az esetben az OX és az OY koor-
dinatatengelyekkel parhuzamos kiegyensu-
lyoz6 tengelyek hidnyoznak, azaz:

Fy =Fy =F, =F;=0.

Tehat az 6sszetevoi is zérusértékiiek:

Q1:Q2:Rl:RZZSIZSZZTIZTZZO'

Amint a [2] kozlemény is targyalja, a mec-
hanizmust terhel6 tehetetlenségi erdk és
ezek nyomatékai egyetlen tengelyre helye-
zett ellenstlyok beiktatdsdval nem redukal-
haték. Mivel a (22) és (23) egyenletek al-
kalmazasaval ezek részben csokkenthetok,
az (5) matrixegyenlet jobb oldalara a ki-
egyensulyozatlanul maradt tchetetlenségi
erdk ¢és nyomatékok Fourier-egyiitthatoit
irjuk be:

o 0 o0 o0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 I 0o o0 o0 0 0 0 0
o 0 -1 -1 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0o o o0 0 -1 -1 0
-a, -a, a, a, b b 0 0 0
a, a, ay, a; 0 0 -b -b, -¢
0 0 -a -a, -b, -b, by by ¢
-a; -a, 0 0 by by, b, by 0
ag a, 0 0 0 0 -b; -by —cg
0 0 -a -a, -b -b, 0 0 ¢

1 0 0 0 Arx AZFX
0 -1 =1[| 0] |By| |By g
0 1 1[0 |Aw]| |Ask
10 0[] 0] By||Byk
00 0|0 |Ay| |Ask
00 0 [[0]||Bg]| |Byr (24)
0 —¢ —cr|] 0 Aux | | Axmx
-¢; 0 0 0| |Bux | |Bywmx
) 0 0 U, Amy AZMy
0 -c¢ -c||Uy| |Buy BZMy
“Cx Sy Sy [ Vi [Awz| |ATM
ey ¢ ¢ J(Vy) (Byz) (Bywm

Az OX és az OY koordinatatengelyek-
kel parhuzamos kiegyensulyoz6 tengelyek
¢és ellensulyaik hianyaban az ellensulyok
pozicidit meghataroz6 koordinatak értékei

foloslegessé valnak, illetve az (5) (22) és
(23) egyenleteket figyelembe véve a (24)
matrixegyenletbdl felirhato:

A (25) egyenletrendszer tiz egyenletbdl

1 1 0 0 Apx
0 0o -1 -1 Bpx
0 0 1 1 Apy
1 1 0 0 U, Bpx
0 0 -¢ -c||Uy . Apmx
-c; —cp O 0 A\ Bux
c CH 0 0 Vv, Anmy
0 0 =-c¢ -c Bumy
—Cx —Cx Cy Cy Az
Cy Cy Cx Cx Byz

all és tizennégy ismeretlent tartalmaz.
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BZMX
Ay My
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Ay Mz
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A kérdés az: hova és mekkora ellenstlyo-
kat kell helyezni a mechanizmus tengelyére
ahhoz hogy az egyenlet jobb oldalan 1év6
kiegyenstilyozatlanul maradt erék és nyo-
matékok abszolut értékei a minimalisra
csokkenjenek? Erre a valaszt a (23), (25), és
a (6) egyenletek megoldasaval sikeriil meg-
szerezni.

A modszer nagy elénye az, hogy ugy a
tér, mint a parhuzamos sikokban fekvd
mechanizmusok, haromdimenzids optimalis
kiegyenstlyozasara ad megoldast [3].

2. Alkalmazasok

A fenti képletek alkalmazasa rendkiviili
egyszeri numerikusan. A tovabbiakban
Mathcad programban a 2. dbran lathato
karos mechanizmusra alkalmazzuk az elmé-
leti képleteket. Az eredményeket hagyoma-
nyos ¢és Fourier-sorban kifejtett szamitasok
hasonlitasaval a 4-9. dbrakon szemléltet-
jik. FF el6taggal a Fourier sorral kifejtett
erdket és nyomatékokat jeloltiik.

2.1. Az erdk és nyomatékok szamitasa
hagyomanyos mddszerrel
A program fontosabb képletei:
i=1...37;
L1=0.025[m]; L2=0.20 [m];

e

R2=0.10 [m]
. T
= (i=1) —
gi=G-12
0; =asin{—_Ll'sm(¢i)}
L2

xG2=L1-cos(p)+R2- cos(G)
YG2=L1-sin(p)+R2-sin(0)

xG3=L1-cos(p)+L2- cos(@)

m2

2. abra. 4 kinematikai vaziat

0. = —L1-o-cos(¢;)
"L L2-cos(6))

xG2=-L1-®-sin(p)—R2-02- sin(G)
YG2=L1-0-cos(p) —R2-m2- cos(e)
xG3=-L1-o-sin(p)-L2-02- sin(e)

BY@A NI

m

Chyz

R2

7

m3

3. abra. A fazisszogek

0

L Ll-o- [o)-sin((pi)-cos(ei) - 02; -cos((pi)~sin(ei)]

1

(cos(Gi))2 L2
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XG2=-L1-0?- cos(p)—R2- co2i2 -cos(0;) —
—R2-€2; -sin(6;)

YG2=-L1-0?- sin(p) —R2- (0212 -sin(0;) —
—R2-€2; -cos(6;)

XG3=-L1 -0’ -cos(p)—L2- m2i2 -cos(0;) -
—L2-€2; -sin(6;)

o v XO2 |3 K63
Fy YG2 ¥G3

MI2=—J22-2
M2 =-M2.(XG2- VG2 - XG2 - YG2)
MZ2 = Mt2 + MI2

4
1x10 T T

3
5x10 [~ B

FxTy or 1

3
—5x10 [~ 7

4
—1x10
0]

i

10 20 30 40

2.2. Az erdk és nyomatékok szamitasa
Fourier sorban valé kifejtéssel

FFXT; =C10 + AFx-cos(¢; )+ BFx -sin(¢;)

fFx = CFx - cos(¢; + vkx)

FFYT, =C20 + AFy-cos(¢;) + BFy-sin(¢;)

fFy = CFy -sin(¢; + vky)

FMz; = C30 + AMz-cos(¢;) + BMz-sin(¢;)

Bkx

tan ykx = —
v Akx

FyT; or .

10 20 30 40

4.4bra. Tehetetlenségi erck kiegyensulyozas eldtt.
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- 50

| | 1
0 10 20 30

- 100
40

i

5.abra. A kiegyensiilyozas eldtti és utani FRy és fFy; erék diagramjai; a rendszer OZ tengely-
hez viszonyitott nyomatéka (Mz2)

4
1x10

3
5x10

40

3
2x10

3
1x10

0

3
- 1x10

3
- 2x10
0

6. abra. 4 kiegyensulyozas eldtti tehetetlenségi erck hasonlitisa: Fourier-kifejtés eldtt és utan

Tehat létezik egy CFx és CFy modulusu
vektor, amely szinkronban forog -10 fok
kezdeti fazisszoggel eltolva. A CFx modu-
lusu vektor OX tengelyiranyu alkotdja ké-
pezi az fFx tehetetlenségi er6t, a CFy pedig
az OY tengelyirdnyt fFy tehetetlenségi
erdt.

4
1x10 T T T
fFx; 5x103— .
FFXT; ok i
FxTy 3
-5x10 [~ ]
4
~1x10 : : :

10 20 30 40

i
7. abra. A kiegyensulyozatlanul maradt F, erck
valtozdsai

A két modulus nem egyforma, s habar
szinkronban szaladnak, Oket kiilon kell ke-
zelni. Az fFx fFy alkotok értékeit két kiilon-
kiilon egymassal szembeforgo fél modulusu
erével lehet helyettesiteni. Ezek koziil csak
a tengellyel egyiitt forgd alkotdt vessziik
figyelembe, amelynek modulusa CF, azaz:

(cF, +CF,)
F=v—=.
2

A (23) és a (25) egyenletek szerint irt
program a kovetkez6 értékeket hasznalja:
AMx:O; BMXZO; AMy:O; BMyZO;
c1=-0.020;
¢2=0.020;

cx=-0.070;
cy=-0.120;
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3
4x10 T T T
3
2x10 [~ n
Foxy
ok _
FRxy
3
—2x10 [~ T
3
— 410 . L L

20 30 40

i

8. dbra. Az F\ és I, erdk osszehasonlitdsa

3
4x10 T
3
2x10 [
Fsy;
oF
FRy;
3
—-2x10° [
3 1
—4x10

3 3
—4x10  -2x10

3
0 2x10

Fsxj , FRxj

3
4x10

40

9. abra. A4 kiegyensiilyozatlanul maradt F, er6k modulusainak gorbéje

A 7., 8. és 9. abrak mindkét méodszer
szerinti kiegyensulyozas utan a kiegyensu-
lyozatlanul maradt eréket szemléltetik.
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