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Abstract

As a state exam thesis, we are implementing an interactive, electronic, but non-computer-based fourth-order
magic square as a logic game. To solve the magic square, we use an improved version of a method originally
published in an old book [1], which we present here. The game is produced using 3D printing. Its interactive
component consists of tiles displaying the numbers to be placed, which contain transmitters, a microcontrol-
ler that receives their signals, and a connected touchscreen display.

Keywords: magic square, interactive logic game.

Osszefoglalas

Allamvizsga-dolgozat formajaban egy interaktiv, elektronikus, de nem szamitégépes, negyedrendd biivos
négyzetet valdsitunk meg, logikai jatékként. A blivos négyzet megoldasahoz egy régi konyvben [1] megjelent
modszer altalunk tovabbfejlesztett, itt ismertetett valtozatat hasznéljuk fel. A jaték 3D-nyomtatassal késziil
el. Az interaktiv részét az elhelyezend6 szamokat mutaté csempékben levd jeladd, az azok jelét vevd mikro-
kontroller és a hozzacsatolt érint6képernyds kijelz6 jelenti.

Kulcsszavak: biivds négyzet, interaktiv logikai jaték.

1. Bevezetés

Mi a blivés négyzet?

A biivos négyzet természetes szamok olyan tab-
lazatos elrendezése, amelyben a szamok 6sszege
soronként, oszloponként, illetve az atlok mentén
mindig ugyanannyi. Ez az dsszeg a blivos négyzet
allandoja, méasként a biivds 6sszeg. A blivs négy-
zetek tehat a felsorolt tulajdonsagokkal rendelke-
z8 négyzetes matrixok, a tanulmanyozasuk pedig
a szorakoztaté matematika targykoréhez tartozik.

A blivos négyzet rendje a sorok és az oszlopok
szama, jeldljik n-nel. A négyzet felépitésében n?
szdm vesz részt. E szdmok sorrendjének tekin-
tetében tobbfajta blivos négyzetet is meg lehet
killonboztetni. A szoros felépitésiieket egymast
kovetd szamok alkotjak, kiugrasok és ismétl6dé-
sek nélkil. Ha vannak kiugrott szamok, akkor a
négyzet hézagos, ha pedig az ismétl6dd szamokat
tartalmaz, akkor ismétléses.

A blivos négyzetek térténete a mult homdlyaba
vész. Az elsé biztos emlités szerint Kinaban, az
elsd évszazadban latott napvildgot a harmadren-
dd blivés négyzet, azonban vannak olyan véle-
kedések is, hogy az akar két évezreddel elétte is
madr ismert lehetett. Lehet, hogy a mégikusként
haté vardazslatos tulajdonsagai miatt vagy pedig
szdrakoztatd agytornaként, de az id6k folyaman
sokfelé foglalkoztak e témédval, mig arab kozveti-
téssel az Eurdpdaba is eljutott a XI. sz. folyaman.
A bizdnci Manuel Moschopoulos az 1300-as évek
elején matematikai értekezést irt roluk, mell6z-
ve a hozzajuk fiz6d6 kozel-keleti miszticizmust,
utmutatdst advan azok felépitésére. A nyugati
vildgban viszont j6 ideig az okkultizmus &vezte
a blivos négyzeteket: ismerték, leirtdk 6ket, de
nem sziiletett feljegyzés azok el6allitasi mddjarol.
M4gikusnak tartott mivoltukra utal az is, hogy a
szoros felépitésli blivos négyzeteket az égitestek-
kel tarsitottdk: a Szaturnuszhoz a harmadren-
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dit, a Jupiterhez a negyedrendiit, és igy tovabb,
a Marshoz, a Naphoz, a Vénuszhoz, a Merkurhoz
és a Holdhoz, az 6tddrenditél a kilencedrendig.
Ez nem volt valami kivételes dolog, hiszen példa-
ul a fémeket és a dragakoveket, de a hét napjait
is ugyanigy tdrsitottdk az égitestekhez, az aszt-
rologia és az alkimia hagyomdényai szerint. Min-
denesetre igy Kkeriilhetett az érdeklédés eurdpai
fokuszaba, és ekként jelentek meg a XVI. sz.-t6l
kezdve a kilonboz6 1étrehozasi technikak.

A biivos négyzetek torténetével foglalkozo iro-
manyok rendszerint megemlitik Albrecht Diirer
1514-ben elkészitett misztikus Melankdlia I cimi
metszetét (1. és 2. abra), ahol a szdmos, szimbo-
likus részlet kozott egy negyedrenddi blivos négy-
zet is megjelenik. Modern kori példazata pedig
a barcelonai Sagrada Familia templom délnyu-
gati bejarata melletti, ismétléses bilivos négyzet
(3.4bra), ahol az 6sszeg Jézus Krisztus foldi évei-
nek a szdma, azaz 33. Ez utébbi az el6bbi enyhén
madositott valtozata.

2. A biivos négyzet 1étrehozasa

A blivos négyzet felépitésében az egyik tAmpont
a bilivos osszeg. Ha a szamsorozat elsd tagja az
1-es, akkor az n-ed rendd négyzet felépitésében
az 1, 2, 3, ... természetes szamok vesznek részt,
egészen n?-ig. Az egyszeriiség kedvéért jeldljik a
legnagyobb szamot, vagyis n’-et m-mel. A négyzet
felépitésében részt vevd szamok dsszegét tehat a
megfeleld szamtani sorozat 0sszegképletével az
M=m-(m+1)/2 szamként hatdrozhatjuk meg.
Mivel a négyzet n sorbdl 4ll, és minden sorban a
bilivos 6sszeg ugyanaz kell, hogy legyen, nyilvan
ez nem lehet mds, mint az N=M/n szam. Mivel
természetes szamokat adunk 6ssze, N is, és M is
természetes szam kell legyen.

Ha a szamsort nem az 1-est6l kezdjik, hanem
egy nagyobb (vagy, ha elfogadjuk azt, hogy nul-
la vagy negativ szamok is megjelenjenek benne,
kisebb) k szamtdl, akkor a szamsorozat minden
egyes tagja k- 1-gyel fog eltolddni, a blivos 0sszeg
pedig n-(k-1)-gyel lesz nagyobb (vagy kisebb).
Ez lényeges valtozast a négyzet felépitésében nem
okoz, emiatt a tovdbbiakban csak az 1-gyel kezd6-
dékkel foglalkozunk.

A blivés négyzetek emlitett tulajdonsagai alap-
jan észre lehet venni, hogy az elsérendd blivos
négyzet csupan egy l-es szamjegyet tartalmazo
tablazat lenne. Azt is régton észrevehetjiik, hogy
szoros masodrend(, négyzetes matrix nem létez-
het: ha ennek pl. a bal felsd sarkdban elhelyezziik
az 1-est, akkor amellé, az ala és atldsan is ugyan-
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1. abra. Albrecht Diirer: Melankdlia I (metszet, 1514)

2. abra. Kinagyitott részlet a biivos négyzettel

3. abra. A barcelonai Sagrada Familia templom bejd-
ratdndl levé biivés négyzet
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azt a szamot kellene odairni ahhoz, hogy a biivos
0sszeg minden irdny szerint meglegyen. Ez a mé-
sodik szam pedig ugyanaz kell, hogy legyen, mint
ami a bal fels6 sarokban szerepel, mert egyébként
a masodik sorban, a masodik oszlopban és a ma-
sik 4tl6 mentén nem jon ki a blivos 6sszeg. Kovet-
kezésképpen a masodrendd blivés négyzet csak
egy trividlis, ugyanazt a szamot négyszer tartal-
mazo, ismétléses négyzet lehet.

A harmadrendd négyzet megalkotdsa mar egy
bonyolultabb folyamat. Ha prébalkozassal akar-
juk a négyzetet kitolteni az elsé kilenc természetes
szammal, akkor a lehet8ségek eléggé nagy szama
fog gondot okozni, hiszen 9 elemet 9!=362880
kiilénb6z6 elrendezésben lehet sorba allitani. Ez
kilenc elem permutécidinak a szdma, ami emberi
1éptékben eléggé nagy ahhoz, hogy a probalkoza-
sokra alapoz6 megoldas ésszertitlenné valjon.

A puszta probdalkozassal valo megoldds nehéz-
ségét a blivos hatszoggel lehet példazni (4. abra).
Ez is egymast kovetd szamok egyfajta tdblazata,
azonban ez a tdbldzat hdrom irdny szerint sorol-
ja az elemeket. A szdmokat ugy kell beirni, hogy
irdnyonként az 6sszeg ugyanaz legyen. A 19 szam
Osszegét az irdnyonkénti 6t ,sor” kozott elosztva a
bilivos dsszeg 38.

A feljegyzések szerint a feladvanyt 1910-ben
kozzétette egy The Pathfinder cimi hetente meg-
jelend helyi lap, Washingtonban. Az akkor 19
éves Clifford W. Adams rédharapott a témara, és
elhatdrozta, hogy meg fogja oldani azt. Ahhoz,
hogy gyorsabban menjen a megoldas, hatszogle-
tl kerdmialapocskdkat haszndlt, amire felirta a
szamokat. A feladvannyal a szabad idejében fog-

lalkozott, és végul is 1957-ben, kérhazi ldbadozas
kozben jutott el a megolddsig. Azt fel is jegyezte
egy papirra, de az elveszett, igy ujabb 6t évnek, te-
hat dsszesen egy fél évszazadndl hosszabb idének
kellett eltelnie, mig a megoldds elékertilt. Adams
ezt a megoldast elkildte egy matematikusnak, aki
behatdébb vizsgdlat ald vette a feladvanyt, az igy
keriilt a figyelem kdzpontjdba. Az id6k soran kide-
rult, hogy Adams megolddasa, leszamitva a tikro-
z0tt és elforgatott valtozatokat, az egyediili lehet-
séges — ezt szamitogépen elvégzett probalkoza-
sokkal bizonyitottak be. Az is kidertiilt, hogy ennél
kisebb vagy nagyobb blivios hatszég nem létezik.
Sikeriilt kidolgozni red egy olyan eljardst, amely
a megvizsgdland6 konfigurdciok szamat lényege-
sen csokkenti, igy szamitogép nélkil is aranylag
konnyen el lehet jutni a megoldésig. E feladvany
egyébként kordbbi, azt elgsz6r 1888-ban publikdl-
ta Ernst von Haselberg egy matematikai lapban
(Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissen-
schaftlichen Unterricht), a megoldasat pedig egy
évvel kés6bb, ugyanott tette kozzé.

A harmadrendd blivds négyzet eldallitdsanak
egy lehetséges célratdré megoldasa a kovetkezé:
a szoros, 1-est6l indulé harmadrendd négyzet
blivos 6sszege 15. Felirjuk azokat a lehetséges
szamharmasokat, amelyeknek az dsszege ennyi.
A konnyebb tdjékozodas kedvéért olyan modon,
hogy 1-t61 9-ig minden szdm mellé odairjuk a ma-
sik két lehetséges szamot (emiatt a felsorolas is-
métlédéseket tartalmaz, 5. dbra).

Nos, ebbdl a felsorolasbdl kidertl, hogy egyediil
az 6tos szerepel négyfajta elrendezésben, igy csak
ez a szam szerepelhet a négyzet kozepén (ugyanis

4. dbra. Biivos hatszog

5. abra. 15 6sszegii szamhdrmasok
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egy sorban, egy oszlopban és mindkét 4tl6 men-
tén ott kell lennie), 6. abra.

Ugyanigy észre lehet venni, hogy a sarkokban
csak 2, 4, 6 és 8 lehet, ugyanis ezek szerepelnek
harom-harom elrendezésben. A sarkok egy sor,
egy oszlop és egy atlé metszéspontjaban vannak.
Ha a bal fels6 sarokba beirjuk a 2-est, akkor a
jobb alséba csak a 8-as kertlhet, hiszen a blivos
0sszeg csak igy jon ki. Ha a jobb fels6be beirjuk a
4-est, akkor pedig a bal alséba csak 6-0s keriilhet
(7. abra).

A t6bbi szdm csak két elrendezésben szerepel,
ezek egy sor és egy oszlop keresztez6désébe ke-
rillnek (az atlékon kiviil). A blivés 6sszeget szem
el6tt tartva, egyszertien kit6ltjik a megmaradt
négy helyet (8. abra).

Ha a két fels6 sarokba mas szamokat irunk, az
igy kapott elrendezés elforgatott és/vagy tliikrozott
valtozatait kapjuk (6sszesen nyolcat), ha ezektdl
azonban eltekintiink, akkor kijelenthetjiik, hogy
csak egyfajta szorosan illeszked6 blivos négyzet
l1étezik (a mindkét irdny szerint egyszerre torténé
tiikrozés 180 fokos elforgatast jelent, a masodik
irdny szerinti tiikrozéssel is az elsd szerint tukro-
z0tt négyzet elforgatott valtozatat kapjuk).

3. A negyedrendii biivos négyzet

A nagyobb bilivos négyzetek létrehozdsa mar
nem ilyen egyszerd feladat. Munkankban Berger
Gyorgy 1986-ban megjelent Biivos négyzetek ciml
konyvében [1] kozzétett észrevétel alapjan indul-
tunk el. Eszerint, egy negyedrendi blivos négyzet
példazatdban, ha a szamsort 0-val kezdjiik, akkor
a sorozat 16 elemét négyes szdmrendszerben fel-

6. abra. A harmadrendii biivés négyzet kézepe

7. abra. A harmadrendii biivos négyzet sarkai

8. abra. A harmadrendii biivds négyzet

irva, azoknak a 00,, 01, ... 33, formajahoz jutunk.
E szamok egy 0 és 3 kozotti elsd (jobb oldali) és
ugyancsak 0 és 3 kozotti, masodik helyi értékd
(bal oldali) szdmjegybdl allnak. A teljes sorozat-
ban négy olyan szam van, amelynek az els6 helyi
értéke 0, négy olyan, amelynek 1 és igy tovabb,
és ugyanez vonatkozik a mdasodik helyi értékre
is (tehat négy olyan szdm van, amelynek a maso-
dik helyi értéke 0, sth.). A blivos 0sszeg kiszami-
tdsdhoz négy szamot kell dsszegeznlnk, vagyis
az négy els6 és négy masodik helyi értékd szam
Osszege lesz. Ha minden sorban, oszlopban, va-
lamint a két 4tl6 mentén a helyi értékek dsszege
kilon-kilon ugyanaz a szam lesz, akkor az ott
szerepl6 szdmok 0sszege is ugyanaz lesz: a blivos
0sszeg. Ezek szerint, figyelembe véve, hogy min-
den szdmjegy helyi értékenként négyszer fordul
el6, ha a tdbldzatot ugy toltjik ki, hogy barmely
sorban, oszlopban, valamint a két 4tl6 mentén
minden szdmjegy helyi értékenként csak egyszer
szerepel benne, akkor az igy kapott négyzet bi-
vos négyzet lesz. Ez azonban nem pont annyira
egyszer(, mint elsd elolvasasra tlinik, mert ki kell
zarnunk az ismétlgdéseket.

Koénnyebben kovethetd a folyamat, ha a szamo-
kat szinekkel helyettesitjik, és ha helyi értéken-
ként kiilon-kiillon tdblazattal dolgozunk. Maskép-
pen: a szinekkel specidlis felépitésii latin négyze-
teket alkotunk: olyanokat, hogy nem csak a sorok-
ban és az oszlopokban, hanem az atlok mentén
is egy-egy szin csak egyszer forduljon el6. Az
emlitett konyvben szin-blivosnégyzeteknek neve-
zi ezeket a szerz6. Az ilyen négyzetek el6allitasa
is egy logikai jaték, a kereskedelemben kaphato
egyik verzidja a ThinkFun markaju ,,Color Cube
Sudoku”, amelynek az egyik lehetséges megoldott
allapota a 9. abran lathato.

9. abra. Szin-biivosnégyzet (ThinkFun: Color Cube
Sudoku)
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Két olyan négyzetet kell 1étrehoznunk, amelye-
ket egymdsra téve minden lehetséges szinkombi-
ndcio csak egyszer szerepel.

Az igy kidolgozott eljaras a kovetkez6 1épéseket
tartalmazza:

1. A f64tldén (a bal fels6 saroktol a jobb alsé saro-
kig) elhelyezziik a négy szint:

2. A mellékatlon (a bal alsé saroktdl a jobb fel-
s6ig) ugyanezeket a szineket mas sorrendben
helyezziik el, de ugy, hogy egy sorban vagy
egy oszlopban ne szerepeljen kétszer ugyan-
az a szin. Csak két ilyen lehet6ségiink van (a
példankban a kék-piros—sarga-zold sorrend a
masodik lehet§ség):

3. Az tresen maradt részeket konnyen kitolthet-
juk, vigyazvan az ismétl6dések elkeriilésére. A
mellékelt példdban az elsé oszlopban a piros
csakis a harmadik sorban szerepelhet, ezutan
pedig a masodik oszlopban lev§ piros egyértel-
mien az els6 sorban Kkell, hogy legyen. Az elsd
oszlopban az iiresen maradt helyre csakis a
kék kertilhet, ugyanigy a masodik oszlopot is a
kék egésziti ki. A harmadik oszlopban a sarga
csak alul lehet, igy a z6ld annak a tetejére ke-
rul. A negyedik oszlop két hidnyzo elemének, a
sarganak és a zoldnek, ekkorra mar adott lesz
a helye:

4. A masodik négyzet f6atl6ja lehet ugyanolyan,
mint az els6é volt, de a mellékatlon a szinek
mas sorrendben kell, hogy 4lljanak (az emlitett
masodik lehet8ségrdl van szo):

5. A méasodik négyzetben Kkit6ltjiik az iresen ma-
radt részeket. Ha a f6atlot megtartjuk, akkor a
masodik négyzet az els6 transzpondltja lesz.

6. A két szin-blivosnégyzethdl osszedllitjuk a bi-
vOs négyzetiinket: ha az i-edik sor és a j-edik
oszlop keresztmetszetében az els6ben az Ai]., a
masodikban pedig a B; négyes szamrendszer-
beli szam all, akkor a blivds négyzet megfeleld
helyére az A; + B;, + 1 tizes szdmrendszerbeli
szamot kell beirnunk, ahol az egységet azért
adtuk hozzda az atszamitott értékhez, hogy a so-
rozat ne 0-val, hanem 1-gyel kezdédjon. ime az
eredmény a 10. abran.

Ha a f6atlon levd els6 két (0 és 1) vagy utolsé két
(2 és 3) tagot felcseréljiik, akkor a négyzet pdandia-
gonadlis lesz, vagyis az atléval pdrhuzamos ,,tortat-
16k” mentén is a blivos 6sszeget kapjuk.(11. abra)

Megjegyzendd, hogy a szin-blivisnégyzetek eme
maddszere csak az egyik lehet6ség a sok koziil, és a
lehetséges blivos négyzeteknek csak egy részét le-
het igy el6allitani, viszont ez egy eléggé egyszerd,
vizudlis megoldas.

Nem mindenik blvds négyzethez tartozd
szin-négyzetek blivosek (vagyis nem rendelkez-
nek a szin-biivésnégyzetek tulajdonsagaival). ime
a Durer-féle négyzet esete a 12. abran.

10. dbra. Negyedrendii biivis négyzet

11. abra. Pdndiagonadlis, egyedrendii biivos négyzet

12. bra. Diirer biivds négyzete
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13. abra. Egy dltaldnosabb szerkezetii biivos négyzet

Azonban észrevehetjiik, hogy a szamok (hely-
értékek) 0Osszege fiiggblegesen, vizszintesen,
valamint a két 4tl6 mentén mindig 6 (pontosab-
ban: 12,), mind a négy szdm négyszer szerepel,
a két négyzet atfedésénél pedig tovabbra sin-
csenek ismétl6d6 parok. Az els6 négyzet elsd so-
raban példaul 3,+0,+0,+3,=12,, ugyanakkor
0,+1,+2,+3,=12,.

Ezen észrevételek alapjan altaldnosabb formajua
blivos négyzeteket is 1étrehozhatunk, pl. mint a
13. abran.

4. A negyedrendii négyzet biivos tulaj-
donsagai

A negyedrendl blivés négyzetekkel kapcsolat-
ban még megemlithet6 az a tény, hogy nem csak
sorok, oszlopok, atlok és esetleg tort atlok mentén
van meg a blivos 6sszeg. Egy bizonyithatéan al-
taldnos tulajdonsaguk az, hogy a blivés Osszeget
kapjuk:

-négy szimmetrikusan elhelyezked6 szdm ese-
tén (a négy sarok, illetve a négyzet kozepén
levd négy szamral van szo);

—a sarkokhoz igazitott 4x4-es particiok esetén;

-ha a négyzet pandiagondlis, akkor barmelyik
4x4-es particio esetén;

—az elsd sor két kozépso és az also sor két ko-
2éps6 elemére;

—a bal oldali oszlop két koz€éps6 €s a jobb oldali
két kozéps6 elemére

(tehat nem véletlentil gondoltadk varazslatos do-
lognak ezeket a négyzeteket).

Ha prébdlgatassal szeretnénk negyedrendd bi-
vOs négyzetet 1étrehozni, akkor ezeket a tulajdon-
sagokat is fel lehet haszndlni.

5. A maddszer kiterjesztése egyéb rendii
biivos négyzetekre

A mddszer az els6, egyszerlien algoritmizalha-
t6, szin-blivosnégyzetekre alapozé verzidjdban a
harmadrendd blivos négyzetre nem alkalmazha-
t6, azonban az ismétl6dések megengedésével mar

14. abra. Alkalmazds a harmadrendii biivis négyzetre

meg tudjuk oldani ezt a feladatot is (soronként,
oszloponként és a két 4tl6 mentén a helyértékek
0sszege ugyanannyi kell, hogy legyen, 14. abra):
Az 6todrendd blivos négyzetnek ezzel a techni-
kaval torténé létrehozdsa egy kissé korilménye-
sebb, de megoldhatd. Az 6tds szamrendszerben
kell dolgoznunk, tehat 6t szinnel. Ez példaul a ko-
vetkez6 1épéseken keresztiil torténhet:
1. Az els6 négyzet f64tl6jan elhelyezziik a szdmo-
kat 0 és 4 kozott:

2. A mellékatlon e szamokat ugy helyezziik el,
hogy az oszlopokban és a sorokban ne fordul-
jon el6 ugyanaz a szinpéaros. Ugyanabban a
sorban vagy ugyanabban az oszlopban nem
fordulhat el6 kétszer ugyanaz a szin. E megko-
tések miatt a mellékatlon csak egyféle modon
tudjuk elhelyezni az elemeket. Az atlok met-
széspontjaban levd szin nem szamit kétszeres-
nek, a kdzépsd sorban és a kozéps6 oszlopban
csak ez az egy elem foglal helyet. Az emlitett
szinpdros alatt azt a két szint értjik, amelyek
pl. egy oszlopban szimmetrikusan helyezked-
nek el: a tetején és az aljan, valamint a maso-
dik és a negyedik helyen levd szinek alkotjak
azokat:

3. A f64tlo6 feletti és alatti haromszdgeket ugy tolt-
juk ki, hogy haromszogenként minden szin
kétszer szerepeljen, egy sorban és egy oszlop-
ban pedig ne forduljon el kétszer ugyanaz a
szin. Lépésrol 1épésre kell haladnunk, amilyen
sorrendben a mar elhelyezett szinek rogzitik a
kovetkez6t.
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— A példaban az els6 elhelyezhet6 szin a fels6 ha- als6 haromszogben az egyik sarga a harmadik
romszoégben a mdasodik kék, amely csak a har- oszlopban a negyedik helyen kell legyen:
madik oszlop mésodik helyére kertilhet:

—A harmadik oszlop aljardl mar csak a lila hi-
—A fels6 haromszoégben z6ld csak a harmadik anyzik, miért ne folytatndnk ezzel?
és a negyedik oszlopban lehet. A harmadiknak
biztos a tetején, mert ott mas liresen maradt
hely nincs:

—Az als6 sorban szintén mar csak egy hely ma-
radt Uresen, a masodik. Ide kék kell, hogy ke-
ruljon:

—Ekképpen a fels6 haromszogben a masodik
z06ld a negyedik oszlopban, a harmadik helyen
lehet:

—A masodik oszlopbdl is csak egy elem maradt
ki: annak a hidnyzo, k6zépsd eleme csak lila
—A fels6 haromszogben két sarga kell, hogy le- lehet:

gyen. Ezek a negyedik és az 6todik oszlopban
fordulhatnak el6. Az els§ sarga a negyedik
oszlop tetejére kell, hogy keriiljon, de a maso-
diknak egyel6re nem tudjuk megmondani a

helyét: —Megkeressik, hogy van-e olyan szin, amely

mar négyszer is eléfordul. Az egyik ilyen a

sarga. Ez az utolsé oszlop kozepén kell, hogy

legyen:
—A fels6 hdromszogben a tobbi elem helyzete
még nem egyértelmd, igy lekéltézink az also
haromszodgbe. Eszrevehetjiik, hogy a negyedik —A masik ilyen szin a kék. Hasonl6képpen, az
oszlop aljarél mar csak egy piros hidnyzik: els6é oszlopban a kék szintén csak annak a ko-

zépen lehet:

—A fels6 haromszogben is kell, hogy legyen két

piros. Az elsd piros csak a mésodik oszlop te- —Az 6tddik zold az els6 oszlopban a maéasodik
tején lehet: helyre passzol:
—A fels6 haromszégbe most sem illeszthetiink —Az els6 oszlopot a negyedik helyre beillesztett

be tovabbi elemeket, de észrevehetjiik, hogy az piros egésziti ki:
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— A masodik sor utols6 eleme piros kell, hogy le-
gyen, ez lenne az 6todik piros elem:

—Az utols6 oszlopot s ezzel a négyzetet a negye-
dik helyre taldlo lila fejezi be:

Eszrevehetjiik, hogy a szamok f64tlén levé sor-
rendje eléggé egyértelmlien meghatdrozza a
négyzet felépitését. Az adott f6atlohoz ill6 mel-
16katlot kétfajta mdédon tudjuk megalkotni, de
ha ez megvan, akkor onnan kezdve a négyzetet
csak egyféleképpen lehet kitolteni. Az 4tlén a
sorrend megvaltoztatdsdval egy ujabb négy-
zetet kapunk: a f6atlon az 6t elemet 120-féle
modon lehet sorrendbe allitani, igy a két-két
lehetséges mellékatldval 6sszesen 240 valtozat-
hoz jutunk (kozottik az elforgatott, tiikrozott
valtozatokhoz is), azonban minden igy megal-
kotott szin-blivosnégyzet strukturdja ugyanaz
marad.

4. A mésodik négyzetet az els6bdl allithatjuk el6,
azt transzpondlva, vagy pedig a sorait vizszin-
tesen vagy az oszlopait fligg6legesen tiikroz-
ve. Mi tobb, teljes pivotdlassal is egy ujabb
szin-blivosnégyzethez jutunk: ehhez az i-edik
sort felcseréljik a j-edikkel, az i-edik oszlopot
pedig a j-edikkel (csak két sor vagy csak két
oszlop felcserélésével az 4tlok mentén nem jon
0ssze a blivos Osszeg). Ezeket a mddszereket
kombindlni is lehet. Az 4brdn a masodik négy-
zet az els6 fiiggbleges tiikkdrképe.

5. A blivés négyzetet a két szin-blivosnégyzethdl
a mdr ismert mddon allitjuk eld (14sd 15. abra)

15. abra. Otddrendii biivos négyzet szin-biivosnégy-
zetekkel létrehozva

6. Interaktiv biivos négyzet

A btivos kocka (Rubik kocka) kultuszdnak ujra-
éledésével megnovekedett az érdeklddés a kiillon-
féle kirakosok (puzzle) és egyéb logikai jatékok
irant. Egy egész ipardg alakult ki e koriil, aminek
a sulypontja Kindban van. A b{ivés négyzet, a bli-
v0s hatszog, és egy kozeli rokonuk, a blivos csillag
is megjelent a piacon, fabol készult kirakdsként
(az els6 ,Wooden Number 1-16 Puzzle” (16. abra),
a masodik , Aristotle's Number Puzzle” (17.abra),
a harmadik pedig ,Roman Numeral Puzzle”
(18. abra) néven).

16. abra. Negyedrendti biivos négyzet mint ,,Wooden
Number 1-16 Puzzle” (Temu, mdrka nélkiili
termék)

17. abra. Biivéds hatsz6g mint ,Aristotle’'s Number
Puzzle” (Professor Puzzle, ,Great Minds”
sorozat)

18. abra. Biivés csillag mint ,,Roman Numeral Puz-
zle” (Professor Puzzle, ,Lost & Found” soro-
zat)
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Tobb mas logikai jaték azonban elektronikus
verzidban is megjelent: ez azt jelenti, hogy maga
a jaték kézzel foghatd, tehat nem szamitogépes,
azonban egy beépitett &ramkor tart kapcsolatot a
jaték és a jatékos kozott. Ez tobbnyire azt jelenti,
hogy a megoldand¢ feladvany egy kisebb képer-
nyon jelenik meg, a jatékba pedig jeladdé van be-
szerelve, amellyel a sikeres megolddast detektdlja.
Ez esetleg id6méréssel, hang- és fényeffektusok-
kal, segitségnyujté tippek megjelenitésével tar-
sul. Példaként mutatjuk a GiiKER ,,Super Slide” (a
nyugati vildgban klotski néven ismert, kinai meg-
nevezéssel: huarong dao) tologatdsat (19.abra),
ahol a bal felsé sarokban lev6 kis képernyé mu-
tatja az éppen soron levé megoldandé kiinduld
allast, a nyomoégombokkal lehet az eszkozt ke-
zelni, a piros kockanak a célba jutasat pedig egy
érzékeld detektdlja, és amikor ez megtorténik, a
képerny6n automatikusan a kovetkezé szint jele-
nik meg.

Ennek alapjan tdAmadt az az dtlet, hogy a negyed-
rendd bilivos négyzetet is interaktiv jatékként ké-
szitsiik el, ahol a beépitett elektronika automa-
tikusan kiszdmolja a sorok, oszlopok és az atlok
Osszegét. Ehhez a 16 szamozott csempébe vala-
milyen egyedi jeladdt, a csempék elhelyezésére
szolgald talcdba pedig ugyanannyi érzékel6t kell
beépiteni, az adatok feldolgozasat pedig egy mik-
rokontroller végzi, az adatok megjelenitéséhez
pedig megfeleld kijelz6t kell csatlakoztatni hozza.

A f6 probléma az érzékelés megoldasa. Tobb
megoldast is elemeztiink: a legelegansabb a behe-
lyezett csempék RFID-rendszerrel torténd azono-
sitasa lenne, de elég nehéz feladat a 16 RFID-olva-
sot elhelyezni és miikodtetni. Egy masik elképze-
1és szerint szintén érintésmentes modon, kapaci-
tiv vagy induktiv érzékel6vel lehetne megoldani
a problémat, csakhogy ezek rendszerint csak a

19. abra. A GiiKER ,Super Slide” interaktiv logikai
jatéka

targy jelenlétét tudjak érzékelni, azokat megkii-
lonboztetni nem. Ugyanez a helyzet a Hall-ér-
zékel6kkel is. Olcsobb, biztonsdgosabb, nem tul
nehezen megvaldsithatd megolddsként fesziilt-
ségosztokat alkalmazunk (20. abra): a talcdban
kap helyet annak egyik ellenallasa, amelynek a
nagysaga minden pozicioban ugyanakkora (R,). A
masik, csempénként kiilonboz6, egyedi ellenallas
(R,) a csempében van elhelyezve, a talcdhoz vald
csatlakoztatas pedig a felhaszndld eldl elrejtett
tiskékkel torténik. A két ellendllas csatlakozasi
pontjat kell egy analég mintavételezd bemenetre
rakotni, egy dramerdsség-korlatozo ellenalldson
keresztiil. Ahhoz, hogy ez a bemenet ne lebegjen
a behelyezett csempe hidnyédban, az R, ellenéllas
masik végét a tapfesziiltségre kotjik, ekkor az
analég bemeneten ez a fesziiltség jelenik meg.
Az R, ellendllds masik vége pedig a csatlakozon
keresztil a testre kerill. A fesziiltségosztékhoz
sziikséges 16 ellendllast ugy kell megvdlasztani,
hogy a teljes fesziiltségtartomanyon 17 j61 megkii-
16nboztethet6 értékiink legyen, kb. egyenletes be-
osztassal (a tizenhetedik érték az liresen maradt
poziciékhoz sziikséges).

Mikrokontrollerként egy Arduino Mega bizo-
nyult megfelelének, mivel 16 anal6g bemenettel
rendelkezik. Ehhez kozvetlentl hozzailleszthet6
egy 3.5”-0s, 480 x 320 pixeles LCD-képernyd, ame-
lyen megjelenithet6 a 16 behelyezett csempe, va-
lamint a kiszamolt 6sszegek (21. abra).

20. abra. A behelyezett csempe érzékeléséhez hasz-
ndlt fesziiltségoszto

21. abra. Arduino Mega, LCD kijelzé és annak a
3D-nyomtatdssal készitett kerete
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A csempék 3D-nyomtatdssal késziilnek, és 30 x
30 mm kiterjedésiiek. Azokat a szintén 3D-nyom-
tatassal elkésziil6 talcan levd, téglalap alapu cson-
ka gula alaku tartokra kell ratlizni. A tartéban kap
helyet a csatlakozd anya része, a csempének pedig
a csonka gula negativjanak megfeleld bemélyedé-
se rejti el a két tiskét (pin). A csempe feliletén
van a szam, valamint annak a négyes szamrend-
szerben vett, els6 és masodik helyi értékd szamje-
gyének megfeleld szind jelek. (22. abra)

A télca a képerny6 keretével egyltt egy kozos
test, az a teljes elektronikat tartalmazo doboz te-
teje.

Ezzel a logikai jatékkal, a szdndékaink szerint
els6 sorban a szin-blivosnégyzetek mddszeré-
vel probalkozhat a jatékos (ehhez sziikségesek
a csempéken levd szinkddok), szérakoztatd agy-
tornaként, de akar mds blivosnégyzet-kirakasi
stratégidkat is ki lehet vele prébalni. Az 6sszegek
automatikus kiszadmitdsa és kijelzése felgyorsit-
ja a folyamatot, nem kell papirhoz és ceruzdhoz
folyamodni. Lehet6vé valik olyan megkdnnyitett
jatékmaddok bevezetése is, amikor a mikrokont-
roller elére meghatarozza néhany csempe helyét,
a jatékos pedig csak a megmarado csempéket kell,
hogy elhelyezze.

7. Kovetkeztetések

A Rubik-kocka szabadalmanak lejartaval a for-
gathatd kirakosok (twisty puzzle) ujabb arany-
kora kezd6détt: nemcesak a hagyoméanyos blivos-
kocka-verzidkat gyartjak és forgalmazzak, hanem
igen nagyszamu mdas mintdzatd, alakd, masként
forgathat6 vagy mas mechanizmussal megépitett,
forgathatd kirakds latott napvilagot. Ez ujraindi-
totta a Rubik-kocka kultuszat, gy(ijték, amat6r fej-
leszt6k és versenyz6k igen nagy szamat vonzotta
magahoz ez a fajta logikai jaték. Erre egy egész
iparagat alapoztak, a kirakdsokat pedig igen sokan
forgalmazzak. A legnépszer(ibbek a valtozatos és
béséges kindlattal rendelkez8 online tizletek. Ez-
zel parhuzamosan, a forgalmazott termékek pa-
lettdjanak bovitéseként, egyéb logikai jatékok is a
forgalomba Kkertltek (a Rubik-kocka-forgalmazok
egy non-twisty kategéridba sorolva arusitjak eze-
ket), igy a negyedrend blivs négyzet is.

Mivel a blivés négyzet kirakdsa egy aranylag
nehezebben megoldhaté feladat, interaktiv ja-
tékként gondoltuk kivitelezni. Egy elektronikus
aramkor automatikusan kiszdmolja a behelyezett
szamok 0Osszegét, ezzel felgyorsitja a megoldas
menetét. Mivel az elektronika egy mikrokontrol-

22. abra. Az egyik csempe

ler koré épil, akar az is lehetévé valik, hogy a
megolddst a képerny6n dolgozzuk ki, a csempéket
pedig csak a megoldds megtaldlasa utadn helyez-
zuk be.

A jaték logikdja a szin-blivosnégyzetekre ala-
pul. Kiilonleges latin négyzetekr6l van sz, ahol
az ismétldés az atlok mentén sem fordulhat eld.
Ekként van megalkotva a csempék jeldlése, vala-
mint a behelyezett csempéknek a képernyén lat-
hatd kijelzése. Ez azonban nem zdarja ki mésfajta,
nem a szin-blivisnégyzetekre alapozé megoldasi
eljarasok kiprébalasat.

A cikkben a szin-blivosnégyzetekre alapozé el-
jarast egy magasabb rendd négyzetre is Kkiterjesz-
tettiik, annak interaktiv jatékként torténé megva-
l16sitasaval azonban nem foglalkoztunk.

Kovetkezésképpen elmondhatjuk, hogy egy uj,
egyszerien atlathatd algoritmust fejlesztettiink
ki a blivos négyzetek felépitésére (amellyel csak
bizonyos tipusu négyzeteket lehet 1étrehozni), az
otlet tovabb gondolasaval pedig egy eddig nem 1é-
tez6, Uj interaktiv jatékot hoztunk létre, a logikai
jatékokat kedveldk oromeére.

Szakirodalmi hivatkozasok

Blivos négyzetekkel szdmos cikk foglalkozik,
amelyek az interneten elérhet6k. A legjobban a
Wikipédia foglalja 6ssze a veliik kapcsolatos tu-
dast. Ha konyvet szeretnénk taldlni e témakor-
ben, W. S. Andrewstdl a Magic Squares and Cubes
(1917) cimen kozzétett milinél vjabbat az aldbb
hivatkozotton kiviil nem taldlunk. Andrews igen
részletes konyve az interneten olvashato:

https://djm.cc/library/Magic_Squares_Cubes_An-
drews_edited.pdf.

Mi azonban csak egy, kimondottan a bilivds
négyzetekkel foglalkozé miire hivatkozunk, mivel
abban minden fontos informdcié megtalalhatd:

[1] Berger Gyorgy: Biivos négyzetek. Dacia Konyvki-
add, Kolozsvar, 1986.
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