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Abstract

Lights Out is a logic puzzle game that was distributed in various versions by a company called Tiger Electron-
ics between 1995 and 1998. Later, the production was taken over by a larger company, Hasbro, and the last
version was released about two decades ago. The mathematical foundations of the game have been studied
by several researchers. We aimed to extend the game by exploring the possibilities of manual solving, and
to generalize and expand its mathematical model. To this end, we first developed a computer-based version,
which made it easier to implement and test the mathematical background of the game in practice. Our future
goal is to build a physical prototype constructed from 3D-printed components and controlled by a microcon-
troller, in order to test the gameplay experience of this new version.

Keywords: Lights Out, logic game, system of linear equations, finite field GF(n).

Osszefoglalas

A Lights Out egy logikai jaték, amelyet kiillonb6z6 valtozatokban a Tiger Electronics nevi cég forgalmazott
1995 és 1998 kozott. Kés6hb a gyartast egy nagyobb cég, a Hasbro vette at, kb. két évtizede adtdk ki az utolso
véltozatot. A jaték matematikai alapjaival tébb kutatd is foglalkozott. Ugy gondoltuk, hogy a jatékot kib6vitve
megvizsgdljuk a kézi megoldds lehet8ségeit, a matematikai modelljét pedig kib&vitjik és dltalanossa tesszik.
Ennek érdekében eldszor egy szamitdgépes véltozatot hoztunk létre, amelyen konnyebb volt a jaték mate-
matikai hatterét kiprébdalni és tesztelni. Kés6bbi célunk egy 3D nyomtatott alkatrészekbél felépitett, mikro-
kontroller-alapu fizikai prototipus elkészitése, amellyel az 4j valtozat jatékélményét szeretnénk kiprébdlni.

Kulcsszavak: Lights Out, logikai jdték, linedris egyenletrendszer, GF(n) véges test.

1. Bevezeto

A Lights Out (fényeket ki!) egy elektronikus lo-
gikai jaték, amelyet ezen a néven els6ként a Tiger
Electronics nevili amerikai cég adott ki, 1995-ben
(1. abra). Ez egy 5 x5-6s tablan, négyzetracs for-
majaban elhelyezett nyomégombokbol 4ll, ame-
lyek vagy vildgitanak, vagy nem. Ha egy gombot
megnyomunk, akkor a fényének &llapota meg-
valtozik: ha addig vilagitott, akkor kialszik, és
forditva. Azonban nemcsak a megnyomott gomb,
hanem a felette, az alatta, és annak a két oldalan,
tehat a keresztalakzatban elhelyezkedd szomszé-
dos gombok 4allapota is megvaltozik. A jaték kez-
detén néhany fény vilagit, a cél pedig az 6sszes
vilagité gomb kioltasa. 1. abra. Az 1995-ben kiadott Lights Out
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A kés6bbi kiadasokban a jatékot tovabb fejlesz-
tették. fgy jelent meg a 4 x4-es Mini Lights Out,
ahol bevezették a végtelenitett (perem nélkuili)
kiosztést, ahol a sor vége a sor elején, az oszlop
alja meg az oszlop tetején folytatodik. Ezt ugy is
lehet elképzelni, hogy a jaték egy gylird (térusz)
feliiletén folyik, ahol mindkét iranyban koérbe le-
het menni.

A Lights Out 2000-en, amit mar a Hasbro adott
ki, jatszhat6 egy olyan valtozat is, ahol a fények
haromaéllapotuak: a vilagité gombok zoldek, a
leoltott és a zo6lden vilagitd kozott pedig van egy
pirosan vilagité koztes allapot is.

Kés6bb megjelent egy 6 x 6-0s verzio is, a Lights
Out Deluxe, amelyen a gombnyomadsok X-alakza-
tu hatasat is bevezették: a megnyomott gomb ko-
ril az atlésan elhelyezkedd négy szomszédjanak
valtozik az allapota.

A jaték nem elézmények nélkiili: David Gabor,
Mérd6 Laszl6 és Szatmari Ferenc kb. a btivos kocka
megjelenése idején fejlesztett ki egy, az 1995-0s
Lights Outtal 1ényegében azonos jatékot, amelyet
1982-ben szabadalmaztattak, egy évvel kés6bb
pedig XL 25 néven a Vulcan Electronics nevi cég
kezdett gyartani Hong-Kongban (2. abra; a kép
az internetrdl szarmazik). Az akkori muszaki k-
rilmények miatt a magyarorszagi gyartasa nem
volt lehetséges, de ott is forgalmaztdk. Ez a jaték
nemcsak a hatdsok kereszt formdju elrendezésével
miikddott, hanem volt egy 161épésszeri valtozat is.

A 3. abran a piros cella a megnyomott gombot, a
sargdk pedig az érintett szomszédokat mutatjék,
az emlitett harom elrendezésben .

A Lights Outnak van egy még korabbi el§zmé-
nye is, amely az els§ mikrokontrolleres jatékok
egyike volt: a Parker Brothers nevii amerikai cég
altal 1978-ban kiadott Merlin, amelyen egyebek
kozott egy Lights Out-szerd jatékot is lehetett jat-
szani egy 3 x 3-as tablan. Ez a fénykép is (4. abra)
az internetrdl szarmazik.

2. A tanulmany célja

A jaték miikodési elvének tanulmédnyozésa so-
ran sziiletett meg a jatszhatd valtozatok kiterjesz-
tésének az otlete. A gombnyomadsok &ltal befolya-
solt fények mintadzatat, az allapotok szamat és a
tdbla méreteit elvileg tetsz6legesen lehet valtoz-
tatni, igy a verzidkat végtelen nagy szdmban le-
hetne el6allitani. Az egyik kitlizétt célunk az volt,
hogy a jatékot kibdvitve megvizsgdljuk a kézi
megoldds lehetdségeit.

A jaték matematikai alapjaival tébb kutato is
foglalkozott. Ezek tanulmanyozasa utdn ugy gon-

2. abra. Az 1982-ben kiadott XL 25

3. abra. A gombnyomdssal dtvdltott fények

4. abra. Az 1978-ban kiadott Merlin

doltuk, hogy a jaték gépi megolddsanak mate-
matikai modelljét is kibévitjiikk és 4ltalanosabba
tesszuk.

Mivel technikailag nehéz lenne nagyobb kiosz-
tasokat kézben tarthato jatékként megvaldsitani,
a kézi megoldas esetében a legnagyobb tanulma-
nyozott méret a 6 x 6-os maradt, azonban a fények
mintdzatanak uj valtozatait vezettiik be. Mi t6bb,
a jatékos egy 3 x 3-as mezdben tetsz6leges minta-
zatot hozhat létre, amellyel majd a jaték véghe-

megy.



Kakucs A., Harangus K., Fogarasi Z. — Miiszaki Tudomdnyos Kozlemények 24. (2026) 55

3. A megvaldsitas

A jaték szoftverének a fejlesztése és tesztelése
egy PC-n egyszerlibb, mintha azt rogton egy mik-
rokontrolleren valésitandnk meg: igy keletkezett
az a program, amelynek a felhasznaldi feliiletét
az 5. abran lathatjuk. A megirt program a keres-
kedelemben kaphat6 jatékok funkcidin feliil lehe-
tévé teszi egy adott allapot rogzitését, ahova egy
gombnyomadssal vissza lehet térni, amikor onnan
ujra szeretnénk kezdeni a jatékot. Nagyobb sza-
badsagot nyujt a jatszani kivant kiosztasok beal-
litdsdban, alkalmas az optimdlis (a legrovidebb)
megolddsok kiszamitasara és azok megjelenitésé-
re, valamint a megoldhatd konfiguraciok megta-
14lasdra is. Ez utébbi a megoldasi eljarasok kidol-
gozdasaban volt fontos segédeszkoz.

A jaték fizikai megvalGsitdsa még folyamatban
van. Az egy ESP32 mikrokontrollerre fog ala-
pozni. A szoftveres verzié felhasznald feliilletén
megjelend kezel6 elemeket nyomdgombok fogjak
helyettesiteni. A vilagité gombok 3D-nyomtatas-
sal késziilnek, benniik ws2812b RGB LED-ek fog-
nak vilagitani. A jaték bedllitdsai egy kis méretii
LCD-képernydn fognak megjelenni.

4. A tanulmdanyozott esetek

A gombnyomadsok &ltal befolyasolt fények szim-
metrikus mintdzatdnak harom alaptipusara kon-
centraltunk: a klasszikusnak szamito kereszt (+),
a kevésbé ismert X (x), valamint a sajat fejlesztési
négyzet (0). Mind a harom lehet lyukas is (#), ami
szintén sajat fejlesztés: ilyenkor a megnyomott
gomb dallapotaban nincs valtozas, tehat hidnyzik
a mintazat kozepe (6. abra).

Ugyanakkor barmely verzié lehet végtelenitett
(no border, «), ami azt jelenti, hogy a szélsé so-
rokban és oszlopokban, sarkokban levd gombok
megnyomasakor a mintdzatnak a gombok négy-
sz0gén kivill es6 része az ellentétes oldalon jele-
nik meg. A 7. abran ezek a pirossal jeldlt celldk, a
fények kereszt alaku elrendezésére példazva.

Ezek mellett felélesztettiik a haromallapotu fé-
nyekkel megoldott valtozatot is, amelynek az el-
vét még tobb allapotu fényekre is kiterjesztettik,
valamint a 161épéses valtozatot is. Kisérleti konfi-
guracioként, amelyet inkabb a jatékot leiré mate-
matikai sajatossagok részletesebb megértéséhez
és a program tesztelésére vezettiink be, a fények
nem szimmetrikus, pl. hdromszogli alakzatban
valg elhelyezését is megvizsgaltuk.

A gombok négyszoge (a tdbla) lehet négyzet ala-
ku, amikor a sorok és az oszlopok szdma azonos,
vagy pedig téglalap. Pl. az 5x 6-0s kiosztadsban a

5. abra. A szdmitdégépes jdték felhaszndldi feliilete

6. abra. Egy gombnyomds dltal befolydsolt fények
mintdzatai

7. abra. A gombnyomds dltal befolydsolt fények ke-
reszt alaku mintdzatdnak kiterjedése a vég-
telenitett vdltozatban

30 gomb 5 sorban és 6 oszlopban, a 6 x 5-0s verzi-
6ban pedig ugyanannyi gomb 6 sorban és 5 osz-
lopban talalhat6: ezek egymads 90 fokkal elforga-
tott verzidi. Azonban ha ragaszkodunk a szokasos
fentr6l lefelé torténd haladassal, akkor a megol-
dasuk menete kiillénbozni fog.

A jatéknak van egy ,forditott” maddja is, amikor
a cél az eldbbi ellentéte: az Osszes fényt fel kell
gyujtani. Ezzel kapcsolatban tehetiink egy ész-
revételt: a Lights Out megoldasaval foglalkozé
iromanyokban gyakran olvashatd, hogy az a ki-
indulési allapot, amikor minden fény ég, mindig
megoldhat6. Ebbdl levonjdk azt a kovetkeztetést,
hogy barmely, az 6sszes fény kioltdsdnak szem-
pontjabol megnyerhetd allapotbdl kiindulva fel
tudjuk kapcsolni az dsszes fényt. Ez az észrevé-
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tel eredetileg a fények kereszt alaku elrendezé-
sére volt megdllapitva. A vizsgdlataink alapjan
a gombnyomdsok hatdsanak felsorolt megolda-
saiban a lyukas verzidkban ez a kijelentés nem
minden esetben igaz. Masképpen fogalmazva: ha
a fények kioltdsa szempontjabdl megoldhato egy
allapot, akkor azok felgyujtdsa nem minden eset-
ben jar sikerrel.

Ez az észrevétel a megoldhatd kiinduldsi helyze-
tek el6allitdsaban is fontos. Ha azt akarjuk, hogy a
jaték megnyerhet6 legyen, akkor az eredeti, min-
den fényt leoltani kivano¢ valtozatban a kiindulasi
allapotot ugy allithatjuk el6, hogy egy teljesen so-
tét tdblan megnyomunk egy par gombot: ez fel fog
gyujtani néhény fényt. A forditott, minden fényt
felgyujtani kivant médban ugyanezt a teljesen ki-
vilagitott tablan kell megtenniink, ahol a kezdet-
ben minden fény vilagit: a gombnyomaésokkal le
fogunk oltani bel6liik egy parat. Mindkét allapot
biztosan megoldhato lesz, mert ugyanazoknak a
gomboknak az ujbdli megnyomadsa vissza fogja al-
litani a teljesen sotét, illetve a teljesen kivilagitott
tablat.

A jaték mikrokontrollerén futé program vélet-
lenszertien donti el, hogy mely gombok megnyo-
masaval dlljon el6 a megoldhatd kiindulé allapot,
a gombnyomdsok szamat pedig a jatékos 4llitja
be.

A lehetséges kiinduld helyzetek szdma a gom-
bok szdmatdl és a fények allapotdnak a szamatol
fugg: ha a gombok szdma g, akkor n allapotu fé-
nyek esetében ez a szdm ng. Ez a szam a kétélla-
potu fények tanulméanyozott eseteiben 2 (1 x1-es
kiosztds) és 236 (6 x6) kozott van: ez utébbi egy
nagyon nagy szam: 68 719 476 736.

Sok esetben nincs barmilyen tetsz6leges kiindu-
1asi allapotra megoldéas, vagyis a fényeknek l1étez-
het olyan konfigurdcidja is, amely esetben a jaték
nem nyerhet6 meg. A kézzel bevitt kiinduldsi al-
lapotok esetében érdemes szem eldtt tartani ezt.

5. A kézi megoldas lehetéségei

A Rubik-kockandl tapasztalhatjuk, hogy ha azt
csak két-harom forgatdssal kevertiik dssze, akkor
aranylag konnyen megallapithaté volt ez a par
forgatas, és konnyen vissza lehetett allitani a ren-
dezett helyzetet. A Lights Out esetében is ugyanez
a helyzet: két-harom gombnyomadas hatdsat még
vissza lehet kovetni, azonban a tovabbi gomb-
nyomadsok ugy megkeverik a fényeket, hogy valé-
szinlleg azt mar nem tudjuk megtenni.

A nagyobb kiosztadsoknal a lehetséges megold-
haté kiindulasi dllapotok szdma tulsdgosan nagy

ahhoz, hogy azok kézi megolddsdra mindegyik-
hez kiilén-kiilon szabdlyokat taldljunk ki. Akdr a
Rubik-kocka esetében, a megoldashoz csak kisebb
1épésekben lehet eljutni.

A megoldds mérett6l és mintdzattol fliggben
torténik, a kovetett taktika rendszerint a fények
olyan elrendezésének a kialakitdsa, amit majd
egyszer( szabalyokkal kezelhetiink. Osszesen 62
fajta valtozatra vizsgaltuk meg vagy dolgoztuk
ki a kézi megoldas lehetséges mddszereit. Ezek
koziil ebben a cikkben négy kiemelt esetet muta-
tunk be. E 62 valtozaton felil a jatékosnak lehe-
tésége nyilik arra, hogy téglalap alaku tablan is
jatsszon, valamint arra, hogy egy 3 x 3-as mez6-
ben a fények konfiguracidjat tetszélegesen 4allitsa
be: ezekben az esetekben a megoldds szabdlyai-
nak a kidolgozésa a jatékosra marad.

6. A klasszikus eset kézi megoldasa

A kézi megolddas klasszikus menete a kozismert
H»fénykovetés” (light chasing) mddszere, amely so-
ran az els6 1épéshen a fényeket leszoritjuk a legal-
s6 sorba. A masodik 1épésben, az alsé sorban igy
kialakult mintazattol fiiggéen a fels6 sorban bi-
zonyos gombokat megnyomunk, majd az igy fel-
gyujtott fényeket ujbol leszoritjuk az alsé sorba.
Mindkét 1épésben soronként dolgozunk, feltlrél
lefele haladva.

Altalanositva az eljarast, az elsé lépésben els6-
ként a masodik sorban nyomunk gombokat, a
fels6é sorban ég6 fények alatt. A 8. abran lathaté
példaban tehat a méasodik sorban a piros X-szel
megjelolt masodik és negyedik gombot kell meg-
nyomni. Ezen a szabalyon lazithatunk, mert pl. ha
a fels6 sorban az els6 két fény ég, akkor a jobb
fels6é sarokban levé gomb megnyomadasaval mind-
két fényt leolthatjuk. Ugyanigy, ha a fels6 sorban
egymds mellett hdrom fény is ég, akkor ezek ko-
zul a ko6zépsét megnyomva tudjuk mind a hdrmat
leoltani.

Az els6 sorban levd fények kioltdsa utdn a maso-
dik és a harmadik sor is atalakul (9. abra). A kdvet-
kez6kben a masodik sorban levd fényeket oltjuk ki

9. abra. A fények a mdso-
dik sorban tor-
tént gombnyomd-
sok utdn

8. abra. Egy kiinduldsi
helyzet
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ugy, hogy az alattuk levé gombokat nyomjuk meg.
A masodik sorban levé gombokat nem nyombhat-
juk meg, mert a felette levd, vagyis az els6é sorban
lev6, mar leoltott fények &llapotan is modosita-
nank.

fgy haladunk sorrdl sorra lefelé. Végiil csak az
0todik sorban maradhatnak ég6 fények (10. abra),
de megtorténhet az is, hogy egy kis szerencsével
maér az elsd 1épésben sikeriil minden fényt kiol-
tani.

Az 5 x 5-6s verzioban nincs minden fény-kombi-
nacio esetében megoldds, a megoldhaté kiinduld
allapotokban az alsé sor fényeinek csak a 11. ab-
ran felsorolt elrendezéseivel taldlkozhatunk.
A szimmetrikus ismétlédéseket leszamitva csak
o0t, azokkal egyttt hét kiilonb6z6 ilyen &llapot
van. Ha az als6 sorban a fények méas konfigura-
cioja jelenik meg, akkor az adott jatéknak nincs
megolddsa.

A fénykovetés masodik 1épése az also sorhoz
igazodik: a megoldashoz, esetenként, a fels6 sor-
ban a megjeldlt gombokat kell megnyomni, aztan
a fénykovetd eljardssal a méasodik sortol ismét az
also sor felé kell haladni: ha minden jol megy, ak-
kor minden fényt le tudunk oltani. Az els§ sorban
a megjelolteken kiviil mas gombot ne nyomjunk
meg.

Ezeket a szabdlyokat ugy lehetett megallapitani,
hogy egy olyan allapotbdl kiindulva, ahol egyetlen
fény sem vilagit, a legfels6 sorban megnyomunk
egy gombot, majd megfigyeljiik, hogy a fényko-
vetéssel a fények milyen elrendezése alakul ki az
also6 sorban (12. dbra). Ilyenképpen a lehetséges
hétbdl ot esetre mar meg is lesz a megoldas. Vi-
szont, ha az alsd sorban a két széls6 fény vilagit,
akkor a fels6 sorban egyetlen gomb megnyomasa-
val nem juthatunk el a megoldashoz. De ha meg-
nyomjuk az els6t (amely az alsé sorban atvéltja a
2., 3. és 5. fényeket), majd a masodikat (amely az
1., 2., és 3. fényeket véltja 4t), akkor az alsé sorban
a 2. és 3. fények a két egymast kovet6 oda-vissza
valtds miatt nem vdaltoznak meg, és csak az 1. és
az 5., vagyis a két sz€ls6 gomb fényében torténik
valtozas. A hatodik eset megolddsdhoz tehat a fel-
s6 sorban az 1. és a 2. gombokat kell megnyomni.
Hasonldképpen jutunk a hetedik eset megoldasa-
hoz is.

7. 6 x 6,lyukasnégyzet,végtelenitve (T#w)

A lyukas négyzet a 6. dbran az utols6 mintazat.
Ez a valtozat az el6bbitél (és a tobbi tanulmanyo-
zott esett6l is) lényegesen kilénb6z8 megoldasi
madot igényel, mivel a fénykévetés modszerével

a sorok végén a végtelenités és a fények mintaza-
ta miatt akar két leolthatatlan fény is maradhat,
minek kovetkeztében azokat nem lehet az alsé
sorokba szoritani. Az els6 1épés utan a két jobb
oldali oszlopban meg a két alsé sorban fények kii-
16nb6z8 kombindcidit figyelhetjiik meg.

Ha megvizsgaljuk a megoldhato &llapotokat,
akkor arra az eredményre jutunk, hogy a fények
olyan parokban allnak, ahol a két vilagité gomb
kozott egy sotét van. Egy ilyen part a 13. abran is
lathatunk, a kioltdsdhoz sziikséges gombnyoma-

10. abra. A fénykovetés elsd lépése sordn kialakult
helyzet

11. dbra. Az alsé sorban kialakul6 lehetséges meg-
oldhaté dllapotok, valamint a megolddsuk-
hoz sziikséges gombnyomdsok a felsé sorban

12. abra. Az alsé sorban levd fények kioltdsdhoz
sziikséges gombnyomdsok megdllapitdsa

13. abra. Egy fénypdr és a leoltdsdhoz sziikséges
gombnyomdsok
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sokkal egyiitt: viszonylag sok, 10 gomb megnyo-
masa sziikséges

A péarok azonositdsa koriilményes lehet: ha ha-
rom vagy tobb sorban is vannak fények, akkor
azok fiiggbleges iranyban is megjelenhetnek. A
14. abran a piros és a kék szin{ par all fiiggdlege-
sen. Az els6 1épés végén kialakult allapotot elemi
parokra bontva a fénykovetés masodik 1épésében
ardnylag konnyen leolthatjuk a fényeket, beval-
lalva az ismételt, folosleges gombnyomadsok koc-
kazatat. A példaban az 6t par 6tven gombnyomast
igényelne. Ezen lehet egyszerisiteni, az ismételt
gombnyomadsok kiiktatdsdval. Ez fejben nehezen
menne, de papiron elére megtervezve a megoldas
mar nem lesz annyira nehéz.

8. 5x 5 161épéssel

Ez az XL 25 egyik konfiguricidja, amelyet a
Lights Out kés6bbi verzidi nem vettek at. Ennek
az oka valodsziniileg a megoldas nehézségeiben
keresendd. Az egy gombnyomds &ltal érintett fé-
nyek helyzete eléggé komplikdlt ahhoz, hogy még
az egy-két gombnyomassal megoldhato helyzetek
felismerését is megnehezitse, mivel a gombnyo-
mds hatdsa nagyobb teriiletre, a megnyomott
gombtdl két sor vagy két oszlop tavolsagra is ki-
terjed. Emiatt amikor a fénykovetéssel a fénye-
ket lefelé tereljik, azok az alsé két sorban égve
maradhatnak, s rdaddsul egy sorban nem min-
dig kapcsolhato le az dsszes fény. Mivel ez eset-
ben barmilyen kiinduldsi dllapot megoldhatd, a

14. abra. Pdrokra bontds

fénykovetés els6 1épése utdn a fények igen nagy
szamu kombindcidjahoz juthatunk, ami miatt a
megjelené mintdzat alapjan torténd megoldasi
maddszerek kidolgozasa gyakorlatilag nem lenne
célravezet§. A jarhaté ut az els6 1épés utan meg-
marado fények egyenként torténdé leoltdsa, ami
bonyolultabb séméakon alapuld hosszadalmas el-
jarast igényel.

A 15. abran az egy fény kioltdsdhoz sziikséges
1épéseket latjuk. Ezeket sem lehet a klasszikus
mddon, probalkozdssal meghatdrozni. A mellé-
kelt abran a hat alapvet6 eset szerepel, a tobbiek-
hez ezeket a sémdkat forgatni, tiikrézni kell.

Mivel a fényeknek a klasszikus eljaras szerinti
lefelé terelésének eredményeként azok kozil elég
sok maradhat égve (legtdbb 13), és azok leoltasa-
hoz egyenként legalabb 9, de akar 16 gombnyo-
masra van szlkség, jobban jarunk, ha kezdeti
1épésként egy kevésbé rendezett, de kevesebb
felgyujtott fényb6l all6 helyzetet prébalunk ki-
alakitani. Ha pl. a széls6 sorok és oszlopok vila-
git6é gombjait megnyomjuk, akkor azok ki fognak
aludni, és van esélyiink arra, hogy ezt ismételget-
ve a fények szamat lecsokkentsik négyre vagy
otre. Ezeket aztdn 15. abran bemutatott hat elja-
ras megfelel6 alkalmazasaval tudjuk kioltani.

9. 5x5 haromallapotu fényekkel

A jaték Lights Out 2000 verzidjadban jelent meg,
ahol gombnyomadsra a fények a kioltott allapot-
bdl (jelolje 0) elgszor pirosra (1), aztdn a masodik
megnyomasra zoldre (2) valtanak, a harmadik
gombnyomads pedig kioltja a fényt. Tehdt ez egy
ciklikus, de nem oda-vissza valtasa a harom alla-
potnak, ahol az allapotok a 0-1-2-0... sorrend-
ben kovetik egymast. A koztes allapotban levd
gomb fényének kioltdsahoz két gombnyomdsra
van sziikség. Egy gomb megnyomadsdnak hatédsa

15. abra. Egy adott fény leoltdsdhoz sziikséges gombnyomdsok

16. abra. Haromallapott fények az els6 1épés végén
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ez esetben is a klasszikusnak nevezhet6 + forma
szerint terjed ki a szomszédaira.

A megoldds menete nem sokban kiilonb6zik a
Kklasszikus verzioétol: a fénykovetés elsd 1épésé-
ben a fényeket leszoritjuk a legalsé sorba, ahol
kioltott, piros és zdld fények egyarant eléfordul-
hatnak. Mivel a kiindulé allapotok kozétt vannak
olyanok, amiknek nincs megoldéasa, az alsé sor-
ban e fények csak a 16. abran lathatd nyolc elren-
dezésben fordulhatnak eld. Felismerhetjiik, hogy
ezek egyszin{ parokbdl allnak, azok egymasra te-
vldésével: p+p=z,z+z=p,p+z=0.

A fénykovetés masodik 1épésében ebb6l a nyolc
helyzetbdl kiindulva kell leoltani az 6sszes fényt.
Ha a fels6 sorban tett gombnyomadasok hatdsanak
kovetési modszerét alkalmazzuk, akkor az dbran
lathaté megoldasi szabalyokhoz jutunk. Az abra-
kon a piros X egyszeri, a zold pedig dupla gomb-
nyomast jelent.

10. A matematikai megoldas

A szdmitdsokhoz harom dologra van sziiksé-
gunk. Ezek kozil az els6 a [K],,, ,, kapcsolatmat-
rix, amelynek annyi sora és oszlopa van, ahdny
gomb van a tanulméanyozott kiosztasban (m a so-
rok szdma, x az oszlopok szdma). E matrix sorai
egy-egy fényhez vannak rendelve, egy sor pedig
azokat a gombokat adja meg, amelyek az illet§
fény allapotdban valtozdast idéznek el6. A kapcso-
latmatrix tehat egy 0 és 1 szamokat tartalmazo
négyzetes matrix. A tanulmanyozott esetekben,
a haromszog kivételével, gombnyomadasok hatadsa
irdnyonként azonos, mondhatnank, hogy izotrép,
a felgyujtott fények elhelyezkedése vizszintesen
is, és fiiggblegesen is szimmetrikus. Emiatt a kap-
csolatmatrix szimmetrikus lesz, ami azt jelenti,
hogy ha az i gomb moddositja a j gomb &llapotat,
akkor a j gomb moédositani fogja az i gombét.

Ha ezt a szimmetridt megbontjuk, amire a
példa a fények hdromszog alaku elrendezése
(a17. abra jobb oldalan), akkor a kapcsolatmatrix
szimmetridja is meg fog szlinni.

A masodik dolog, amelyre a matematikai uton
torténd megoldashoz sziikségiink van, az a fények
statusat tarolo {A},, dllapotvektor. Az éllapotvek-

17. abra. A fények szimmetrikus és nem szimmetri-
kus elrendezése

tor egy eleme egy fény kioltdsdhoz sziikséges 1é-
pések szamat tartalmazza. Ha a gomb 4llapota x,
a fények allapotainak a szdma nA, akkor a vektor
megfeleld eleme nA — x, feltéve, hogy az illet6 fény
nincs leoltva (ha igen, akkor 0 marad).

A harmadik sziikséges dolog szintén egy vektor,
{G},,, amely a fények kioltdsahoz megnyomando
gombokat adja meg (azt, hogy a megoldashoz a
gombokat hdnyszor kell megnyomni).

A felsorolt harom mennyiséget a [K] - {G} = {A}
linedris egyenletrendszer koti 6ssze. Ennek a fi-
zikai jelentése a kovetkezd: ha a kapcsolatmatrix
i sorat megszorozzuk a gombnyomadsok vektora-
val, akkor egy K G, szorzat azt adja, hogy aj fény
allapota hany lépésben valtozik meg. Az sor és a
vektor szorzata a K- G; mennyiségek osszegeként
aj fény allapotdban torténd valtozast adja, a gom-
bok megnyomdsa utdn. Az egyenletrendszer meg-
oldasaval az ismert kiinduld &llapot fiiggvényé-
ben prébaljuk a megnyomandd gombokat meg-
talalni. Ismerds feldllasnak tlinik, azonban van
ennek egy sajatossaga is: mindharom tag csak 0
és nA —1 kozotti egész szamokbol allhat. A szami-
tasokat tehdat a szamok {0, 1, ... nA—1} halmazan
kell elvégezni.

Kétallapotu fények esetében a GF(2) kételemi
Galois-testrél van szd, ahol az aritmetika modu-
lo 2 szerint torténik. GF(2)-ben minden szamnak
megvan az additiv és a multiplikativ inverze, te-
hét az egyenletrendszernek a Gauss-Jordan-elja-
rassal torténd megoldasa soran nem utkozhetiink
aritmetikai jellegli problémdkba. Ami fontos a
Lights Out szempontjabol: ha egy szamhoz 1-et
hozzdadunk, a halmaz kovetkezd elemét kapjuk.
Ha az utolsé elemhez adunk hozza 1-et, az vissza-
visz a halmaz elejére (az eredmény 0 lesz).

Ugyanez a helyzet a haromadllapotu fények
esetében is: a megoldast a GF(3) Galois-test fe-
lett keressiik. Ebb6l extrapoldlhatnank, hogy
a megoldas altalanositdsat a GF(nA) test folott
kell megfogalmazni, azonban mar a négyallapo-
tu fények esetében is kideril, hogy ez nem igy
van. GF(4) ugyan létezik, de a halmaz tagjai nem
egész, szamok, hanem {0, 1, a, a+ 1}, ahol a és
a+1 az x>+ x+1 polinom gydkei (ezek nem sza-
mok, hanem formadlis elemek). Els§ meglatasra
kézenfekvOnek tiinik a-t egyszertien a harmadik
elemként ,,2”-nek tekinteni, a + 1-et pedig ,,3”-nak,
azonban GF(4)-ben0+1=1,1+1=0,,2”+1=,3",
»3”+1=,2" vagyis nem adja az allapotok ciklikus
véaltozasat. Ugyanez a helyzet minden mads olyan
esetben, amikor nA valamelyik primszam hatva-
nya. Ebbdl lesziirhetjiik azt a kovetkeztetést, hogy
a Lights Out megolddsdhoz nem a Galois-test felet-
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ti szamolds a fontos, hanem az, hogy a szamitasok

modulo nA-ban térténjenek. Ennek van egy hét-

ranya is, mert modulo nA-ban, ha nA nem prim,
nincs minden szdmnak multiplikativ inverze.

A négyallapotu fények esetében 3°!'=1, viszont

271 nem létezik. Emiatt a Gauss-Jordan-eljaras-

ban, ha a f64atldéra 2-es kertl, nem tudjuk elvégez-

ni a normalizalast, és ha igy probdalunk vissza-
helyettesiteni, az tovabbi sorokat is ,elronthat”

(megtorténhet, hogy egy mar normalizalt sort

2-vel kell megszorozni a redukaldshoz, ami a f64t-

16n levd 1-est 2-esre fogja allitani).

A tovabbi esetek tanulmdnyozdasakor figyelem-
be kell venni azt a tényt, hogy ha nA nem prim
vagy primhatvany, akkor nem lehet vele Ga-
lois-testet alkotni. Ekképpen nA =6-ra is valami-
lyen mas madszert kell kitaldlni. Megprébalhat-
nank modulo 6-ban szamolni, azonban ennek az
a hatulitéje, hogy a 2, 3 és 4 szdmoknak nincs
multiplikativ inverziik, ugyhogy a négyallapotu
fényeknél is bonyolultabb helyzetbe keveredink.
Van azonban egy kinai maradéktétel (Chinese
Remainder Theorem, CRT), amely paronként re-
lativ primekre alkalmazhaté (mivel 6=2-3 és 2
és 3 Inko-ja 1, az esetiink ennek éppen megfelel).
E tétel szerint, ha x mod m,=a,, x mod m,=a,, €s
igy tovabb, ahol m,, m, stb. relativ primek, ak-
kor x=a,"M,'y,+a,"M,y,+.., ahol M,=M/m,
M=m,-m,.., M;"y,=1, modulo m;ben. E tétel al-
kalmazasahoz az egyenletrendszert kétszer old-
juk meg, modulo 2-ben és modulo 3-ban. A két
megoldast jeldlje {G,} és {G,}. A megoldast ezek
{Gg}=3-{G,} +4-{G;} kombinacidja adja.

Altalédnosithatjuk a tapasztalatokat:

—ha nA prim, akkor modulo nA-ban szamolunk,
ami egyenértékd a GF(nA)-val;

—-ha nA primhatvany, akkor szintén modulo nA-
ban szamolunk, de a GF(nA) nem alkalmazhato:
ennek kovetkezményeként a Gauss—-Jordan-elja-
rast megfelel6képpen modositanunk kell;

—ha nA osszetett szam, akkor azt relativ primek-
re kell bontanunk. Az §sszetevékkel az el6z6 két
pont szerint kiilon-kiilléon megoldjuk az egyenlet-
rendszert, a megoldasokat pedig a kinai mara-
déktétellel kombinaljuk.

Ezek alapjan a tanulméanyozott esetek koziil a 2,
3 és 5 4llapot egyszertien kezelhet6, 4 =22 prim-
hatvdnyként modulo 4-ben kiilon kezelendd hely-
zetekhez vezethet, 6=2-3 a kinai maradéktétel
alkalmazasaval kétszeri megolddst és az ered-
mények kombindldsat igényli. Ha tovabb folytat-
nank a sort, akkor 7 primszam, 8 és 9 primhat-
véany, 10=2-5 (két primszam szorzata), 11 prim,
12=3-4 (relativ primek szorzata) és igy tovabb.

Az egyenletrendszer megolddsa a Gauss-Jor-
dan-eljarassal torténik. Fentrél lefelé haladva,
a f64atlon levd tagot normalizdlni prébaljuk. Ha
a féatlén nulla vagy egy nem invertalhatd szam
van (ez utébbi a négyallapotu fények esetében
torténhet meg, amikor ez a szam 2), akkor eld-
szOr a sorok cserélésével probalunk a helyére egy
1-est, vagy ha az nincs, akkor egy invertalhatd
szamot odakoltoztetni. Amikor a sorok cseréjével
ez nem oldhaté meg, akkor teljes pivotédlast haj-
tunk végre (oszlopokat is cseréliink), mikdzben
megjegyezziik a valtozok uj sorrendjét.

Ha elfogytak az 1-esek és az invertdlhato sza-
mok, akkor a f6atléra egy nem nulla szamot kell
koltoztetni.

Amikor nincs minden kiinduldsi helyzetnek
megoldasa, az utolsé sorokban csak nulldsok
szerepelnek (a f64tlon is). Ha egy ilyen sorban a
szabadtag nem nulla, akkor a kiindulasi helyzet
megoldhatatlan.

A 18. abran az ekképpen redukalt egyenletrend-
szer kiterjesztett matrixat latjuk, négyallapotu fé-
nyek esetére. Megfigyelhetjiik, hogy az els6 8 sor-
ban a f6atlora 1-es kertilt, amivel mar elvégeztiik
a redukalast és a visszahelyettesitést is (az els6
8 oszlopban a f6atlon kiviil csak nulldsok van-
nak).

A kovetkez6 két sorban a f6atléon 2-es van, tehat
ezeket a sorokat nem lehet normalizalni, igy nem
lehetett redukdlni és visszahelyettesiteni sem.
E két sort probalkozdssal oldjuk meg, megke-
resvén az els6 lehetséges megoldast. Az els6
8 valtozét nulla értékiikkel vessziik. A megmara-
do nyolccal végigprobdljuk az dsszes lehetséges

18. abra. Az egyenletrendszer kiterjesztett mdtrixd-
nak részben redukdlt formdja
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kombindaciot, amelyekbdl jelen esetben 48 = 65536
van. Ez elég soknak tlinik, azonban szamitégépes
eljardssal gyorsan megkeril a keresett megoldas.
El6szor az els6 sorra keresink egy lehetséges
megolddst, majd ha az megvan, akkor leellendriz-
zUk, hogy a masodik sor esetében is megoldas-e.
Ha nem, tovabb folytatjuk a keresést. Az dbran
lathato esetben egy lehetséges megoldas pl. az a
vektor, amelynek a tizedik eleme 1, az §sszes tob-
bi 0. Ha megvan a megoldas, akkor a 9. sorban a
szabadtagot 0-ra, a 10.-ben pedig 1-re allitjuk, a
f6atlén levé 2-esek helyére 1-eseket irunk, és a
sorok tobbi elemét lenulldzzuk. E két sor felett és
alatt a kapott megoldast visszahelyettesitjik: pl. a
probélkozassal kiszamitott megolddshoz tartozd
x-edik sor szabad tagjaval, b -szel megszorozzuk
az i-edik sorban levd K, tagot, majd ezt a szorza-
tot atvissziik az egyenlet jobb oldaldra: annak a
szabad tagjanak uj értéke b,—b ‘K, lesz.

A 18. abran a hat alsé sor csupa nullast tartal-
maz (a szabad tagok is azok): a megolddsvektor-
nak az e sorokhoz tartozé tagjait nulldnak vehet-
juk.

Ekképpen az egyenletrendszer s ezzel a kiindu-
14si allapot egy lehetséges megolddsahoz jutunk.

11. Az optimalis megoldas

Az optimadlis megoldas a legkevesebb gomb meg-
nyomasat igényli. Ezt segédeszkozok nélkil még
az egyszer(ibb esetekben is elég nehéz megtaldlni,
a bonyolultakban meg egyszertien lehetetlen, ezt
csak matematikai uton lehet elérni.

A dolgok matematikai hattere az aluldetermi-
ndalt linedris egyenletrendszer megolddsdhoz
kot6dik. Ebben tobb ismeretlen szerepel, mint
ahdny egymadstol fliggetlen egyenletiink van.
A Gauss-Jordan-elimindciéval ennek az egyen-
letrendszernek egy lehetséges {Gp} partikuldris
megoldasat kaptuk, amelyben minden szabadon
megvdalaszthato valtozo értéke nulla volt. Az alul-
determindltsdg miatt tdbb megoldas is lehetséges.
Ezeket a [K]-{G}={0} homogén linedris egyenlet-
rendszer megolddsaval lehet felirni. Ha ez utobbi-
nak egy megoldasa van {G,}, akkor {G }+{G,} a li-
nedris egyenletrendszer egy altalanos megoldasa
lesz. Mi t6bb, azok {Gp}+Zci~{Gh}i linedaris kom-
binacidja is az lesz. A homogén egyenletrendszer
megoldasainak halmazat nulltérnek nevezik.

Ha a valtozok végtelen halmazon lennének ér-
telmezve, mint péld4ul az egész szdmok halma-
zan, a nulltérnek végtelen sok eleme lenne (fel-
tételezvén a linedaris egyenletrendszer megoldha-
toésdgat). A mi esetliinkben viszont a valtozdk csak

0-t6l nA-1-ig terjedd egész értéket vehetnek fel,
igy a nulltér csak néhany elemet tartalmaz: ha az
egyenletrendszer redukdlt matrixdban n csupa
nulla sort talaltunk, akkor a szabadon valasztha-
to ismeretlenek lehetséges elrendezéseinek sza-
ma nAn.

Ha ez a szdm nem tul nagy, akkor az optimalis
megolddst a teljes nulltéren vald kereséssel vé-
gezhetjik el. Ehhez bazisvektorokat generalunk.
Egy bazisvektornak minden tagja nulla, kivéve a
nulltér egyik sordhoz tartozét, amely 1 és nA-1
kozott van. A bazisvektorok lehetséges kombina-
cidival megoldjuk a homogén egyenletrendszert
(csak visszahelyettesiteni kell a mar redukalt for-
maban), minden egyes kombindci6 esetén meg-
szamoljuk a megoldasvektorban levé gombnyo-
masok szamat. Az optimalis megoldas az (vagy
azok), ahol e szamnak minimuma van.

Ha ez a szam tulsadgosan nagy, akkor a teljes
nulltéren valo keresés igen koltséges lenne. Egyes
végtelenitett, 6 x 6-0s kiosztdsokban a nulla sorok
szama 20 volt. Ezekben az esetekben, hatallapotu
fényekre a lehetséges megolddsok szama 6%° len-
ne, ami egy nagyon nagy szam. Ilyen esetben csak
egy proba-szerencse alapu eljarast lehet alkal-
mazni: mi egy 10 1épésben térténd Greedy-Kere-
sést alkalmaztunk, ami a legtdbb esetben valéban
az optimdlis vagy ahhoz kozel all6 megoldashoz
vezetett. Az alkalmazott algoritmus egyenként
probalja végig a bazisvektorokat, és ha az ered-
mény javul, akkor azt beépiti a megoldasba. Mivel
ez Uj allapotot teremt, a keresést még kilencszer
elinditjuk, a mar beépitett bazisvektorok kiiktata-
saval. A tizedik 1épés végén nyert megoldast te-
kintjik az elérhet6 legjobbnak.

12. Az optimalis megoldas kézi eljarassal

Az el6bbi fejezetben leirtak alapjan nyilvanva-
16va valik, hogy az optimadlis megolddas kézi kere-
sése az elvégzendd miiveletek nagy szdma miatt
alighanem lehetetlen. Ha mégis minden dron ma-
gunknak akarjuk tudni azt a dics6séget, hogy em-
beri megolddssal jutottunk el az optimdlis megol-
désig, akkor megnyugodva konyvelhetjiik el, hogy
az egyszerlbb esetekben mégiscsak van egy madd-
szer annak megkereséséhez. Ez akkor lehetséges,
amikor a nulltérnek csak kevés eleme van. A meg-
oldds a gombnyomadsok nulla hatdsu mint4zatat
haszndlja, amelyek a homogén egyenletrendszer
lehetséges, nem trividlis megoldédsai. Ezeket sza-
mitogéppel lehet elgzetesen meghatdrozni. Mds-
képpen: a munka nehezét tovabbra is a szamito-
gép végzi el, a kézi szamitasok pedig az igy kapott
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ujrahasznosithato részeredményekre tdmaszkod-
nak. Egy ilyen mintdzat (Quiet pattern, ,csendes
minta” vagy zero pattern) a gombnyomasok egy
olyan sorozata, amely végs6 soron nem valtoztat-
ja meg a fények allapotat. Ha ezt egy teljesen le-
oltott tablan hajtjuk végre, akkor a végeredmény
ugyancsak a teljesen leoltott tdbla marad.

A Lights Out klasszikus verziéjaban harom ilyen
mintazat 1étezik. Ezeket a 19. abran lathatjuk.
Eszrevehetjiik, hogy a masodik az els§ elforgatott
valtozata, a harmadik pedig az els6 kett6 kombi-
nécidja.

Az optimdlis megoldds keresésének menete a
20. abran kovethet6. A két elsd négyzet a fényko-
vetés két 1épése soradn tett gombnyomasokat ab-
razolja.

A harmadik dbra ezek Osszesitésével keletke-
zett: ha a két négyzetet egymadsra helyezziik, az
egymast fedd X-ek kioltjdk egymast, igy ezeket to-
roljik. Megszdmoljuk a megmaradt gombnyoma-
sok szamat; legyen az n,.

A negyedik négyzet az egyik csendes mintat
mutatja, mig az 6tddik a csendes minta és a fény-
kovetés gombnyomdsainak egymadsra tételével
keletkezett.

Megszdmoljuk az 6todik abran levé gombnyo-
masok szamat (n,), majd ugyanezt a szamitast el-
végezziik a masik két csendes mintaval is (n,, n,).

Az optimdlis megoldas tehat az, amire az n, szam
a legkisebb. A példankban ez a 20. abran lathato;
az els6 két ,csendes minta” nagyobb gombnyo-
masszamhoz vezet (21. dbra).

13. Kovetkeztetések

A Lights Out tovabbfejlesztése soran felvet6dott
két otlet: a fények allapotszamdnak novelése, va-
lamint a fények mintdzatanak tetszlegessé téte-
le. Emiatt ki kellett b6viteni, altalanossa kellett
tenni a jaték matematikai modelljét is. A jaték
megoldasardl szold publikdciok a matematikai
modell alapjdnak a GF(n) Galoise-testet tekintet-
ték, azonban ez a test csak primszamok, illetve
primhatvanyok esetében létezik.

Primszamokra ez a matematikai modell és a
megoldd algoritmus egyszerien hasznélhato,
azonban primhatvdnyok esetében az 0sszeadds
mivelete nem visz végig az egymast kovetd le-
hetséges allapotokon (nem biztositja a ciklikus
léptetést). Ebbdl arra kovetkeztettiink, hogy nem
annyira a Galoise-test megléte és alkalmazasa a
fontos, hanem az aritmetikai miiveletek modulo
n elvégzése.

19. abra. ,,Csendes mintdk”

20. abra. Az optimdlis megoldds kézi keresésének
menete

21. abra. A mdsik két lehetdség

Primhatvanyok és egyéb Osszetett szamok ese-
tében azonban a modulo n-ben vald szamitas uj
problémakat vet fel, mert az 4llapotok halmazat
felépitd szamok koziil nincs mindegyiknek mul-
tiplikativ inverze, ami ahhoz vezet, hogy a fények
allapotat a megtett gombnyomadsokkal 6sszekot6
linedris egyenletrendszer nem minden sora nor-
malizalhaté a Gauss-Jordan-eljarassal torténd
megoldas sordn. Emiatt az egyenletrendszernek
azt a részét, ahol a f6atlon nem invertalhaté sza-
mok vannak, csak probdalkozassal tudjuk megol-
dani.

Olyan osszetett szdmok esetében, amelyek rela-
tiv primek szorzataként irhatdk fel, a kinai mara-
déktétel kindl konnyebb megoldast, mert egysze-
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riibb részfeladatokra bontja a megoldds menetét,
ami a nem invertalhat6 sorok szamanak csokke-
néséhez vezet. Hatdllapotu fények esetében az
egyenletrendszert kétszer kell megoldani, modu-
lo 2-ben és modulo 3-ban, az eredmény pedig a
két részeredmény kombindcidjaként irhatd fel.
Ekképpen, ebben az esetben a nem invertalhatd
sorok problémaja eltlinik.

Gyakran a jaték optimdlis megoldasat keresik:
ez azokban a kiosztdsokndl vet6édik fel, amikor
nincs minden lehetséges kezdeti dllapotnak meg-
olddsa, ami azt is jelenti, hogy a megoldando li-
nedris egyenletrendszer aluldetermindlt. Ekkor
az egyenletrendszernek, tehat a jatéknak tobb
megolddsa is lehetséges, a feladat pedig ezek ko-
zil kivalasztani azt, amelyik a legkevesebb gomb-
nyomdsbdl all. Amennyiben a nulla sorok szdma
kicsi, az optimdlis megolddst a teljes megoldds-
halmazon torténé kereséssel kapjuk, ellentétes
esetben viszont valamilyen heurisztikus, probdl-
kozéasalapu keresd algoritmussal (pl. Greedy) jut-
hatunk el egy jobb megolddshoz (amely nem lesz
garantaltan optimalis).

Szakirodalmi hivatkozasok

Kimondottan a Lights Out torténetével foglalko-
z6 publikaciokat nem lehet fellelni. Jaap Scherp-
huis a forgathato kirakosok (Rubik-kocka és ro-

kon mechanikus logikai jatékok) egyik legismer-
tebb nemzetkozi szakértdje, gylijt6je és dokumen-
tadtora. A neve elsésorban a Jaap’s Puzzle Page
(jaapsch.net) oldal kapcsan ismert, amely a vilag
egyik legnagyobb, legpontosabb és legatfogdbb
online adatbazisa a mechanikus és elektronikus
logikai jatékokrol. Ezen az oldalon taldlhatunk
egy rovid 6sszefoglalot a Lights Out megjelenésé-
rél, fejlédésérdl és el6zményeirdl.

A magyar vonatkozdsban is érdekes XL 25-r6l
legfennebb blogokban olvashatunk.

A Lights Out megolddsdnak matematikai hdttere
alapjairol a kdvetkezd miivekben olvashatunk:
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