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Abstract

In this paper we introduce a new interior-point method which is suitable for solving linear
optimization problems. We apply a new type of algebraic transformation on the nonlinear equation of
the system which defines the central path, namely the centering equation. Using Newton’s method we
obtain the search directions. We define the algorithm from the point of view of the implementation and
we analyse its efficiency through an application.

Keywords: linear optimization, interior-point algorithm, search direction, Newton’s method,
polynomiality.

Osszefoglalas

Egy 0j belsdpontos moédszert vezetiink be, amely linearis optimalizalasi feladatok megoldasara
alkalmas. A centralis utat jellemz6 rendszer nemlinearis egyenletére, az ugynevezett centralizaldsi
egyenletre egy Uj tipusi algebrai atalakitast alkalmazunk. Ezt kovetéen a Newton-modszert
felhasznalva kapjuk meg a keresési iranyokat. Az algoritmust az implementacié szemszogébdl nézve
hatarozzuk meg, és egy alkalmazason keresztiil vizsgaljuk ennek hatékonysagat.

Kulcsszavak: linearis optimalizalas, belsépontos algoritmus, keresési irany, Newton-mddszer,
polinomialitas.

dimenzio fiiggvényében exponencialisan
sok 1épést tehet meg. Az elsé belsGpontos

A miiszaki és gazdasagi problémak  algoritmus, amely polinom idében szolgal-
gyakran vezetnek kiilonboz6 linearis, illetve ~ tat megoldast a linearis optimalizalasi
nemlinedris optimalizalasi feladatokhoz. A feladatok esetében, Karmarkar [3] nevéhez
linearis optimalizilasra vonatkozé hagyo-  flizédik. A primal-dual belsépontos algorit-
manyos megoldasi modszer a szimplex  musok altalaban a centralis utat kovetik,

moédszer, amelyet Dantzig [1] vezetett be ~ amely a Sonnevend [6] altal bevezetett
1947-ben. Klee és Minty [4] 1972-ben  analitikus centrum fogalmahoz kapcsolodik.

igazolta, hogy a szimplex modszer a A linedris optimalizalasra vonatkozo6 belsé-

1. Bevezetés
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pontos algoritmusok elméletérél a Roos,
Terlaky és Vial [5], Wright [7] és Ye [8]
konyvekben talalunk tovabbi informaciokat.

A belsopontos algoritmusok sokszintisé-
ge a kiilonbozé keresési iranyok meg-
valasztasaban rejlik. Ebben a cikkben egy
Uj linearis optimalizdlasra vonatkozd
belsOpontos modszert vezetink be. A
centralizalasi egyenletre egy uj algebrai
atalakitast alkalmazunk, majd a Newton-
modszer segitségével hatarozzuk meg a
keresési iranyokat. Ezt kovetden az uj
algoritmusra kiilonbdzé numerikus eredmé-
nyeket mutatunk be.

2. A linedris optimalizalasi feladat

Tekintsiik az alabbi primal feladatot:
minc’ x,
Ax =D, (P)
x20.
A feladat dualisa a kdvetkezoképpen néz ki:

maxb’ Vv,
AT y+s=c, (D)
520,
ahol AeR™", rang(A)=m, beR" és
ceR". Feltételezziik, hogy a belsé pont
feltétel fennall mindkét feladat esetén, tehat
létezik (x°,y°,s°) ugy, hogy

Ax°=b, x°>0, (BPF)
ATy0+sozc, s">0.
A centralis at a kovetkezO rendszerrel
jellemezhetd:
Ax=b, x=0,
ATy+s=c, 520, 1)
Xxs = e,

ahol x>0 ¢és xs a komponensenkénti
szorzata az x ¢és s vektoroknak, tehat
x5 =[X,5,,%95,..,%,,5,]". Tovébba, e az
alabbi 1 -dimenzids vektor: e=[l,---,1]".

Feltételezve, hogy s; # 0, barmely 1<i<n
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indexre, az x és s vektorokra az

b
s S8 Sy

T
X {ﬁ x—z,m,x—”} jelolést is alkalmaz-

zuk. Ha a bels6é pont feltétel fennall, akkor
egy rogzitett x>0 esetén a (1) rendszernek

egyértelmii megoldasa van, melyet u -

centrumnak neveziink (Sonnevend [6]). Ha
#—>0, akkor a centralis ut a feladat

optimalis megoldasédhoz konvergal.
3. Uj keresési iranyok

Az elmozdulasvektorok meghatarozasara
a [2] cikkben bevezetett modszert
hasznaljuk. Ehhez tekintsiik az
R ={reRx20} felett értelmezett
@:R" — R folytonosan  differencidlhato
és invertalhato fliggvényt. Tetszbleges x
vektorra a p(x)=[plx ), plx,)..... ol )I
jelolést alkalmazzuk. Ekkor az (1) rendszer
a kovetkezoképpen irhato at:

Ax=b, x=0,
A'y+s=c, 520, 2)
xs
(ﬂ(—] =¢le)
7
Az (1) rendszer harmadik egyenletét

centralizalasi egyenletnek nevezziik. A (2)
rendszer utolsé egyenletének modositasa
egy modszert szolgaltat a keresési iranyok
meghatarozasara. A tovabbiakban egy mas
jellegli algebrai atalakitast végziink a

s ’xs
centralizalasi egyenleten. Legyen v=_|—.
M

Ekkor az (1) rendszer harmadik egyenlete a

v? =e¢ alakban irhaté. Felhasznalva azt,

hogy v >0 akovetkezot kapjuk:

Vzeov=eov =vevt =02 3)

A (2) rendszer a kdvetkezéképpen irhato:
Ax=b, x>0,

A y+s=c, 520, @)
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ol*)=ol?)
A tovibbiakban a ¢(t)=¢
foglalkozunk. Ekkor a Newton-modszert

alkalmazva a (4) rendszerre a kovetkezot
kapjuk:

esettel

AAx =0,
AT Ay +As =0, (5)
2 4
SAx+xAs=yv 3 v
2v° —e
Ax
Bevezetve a dx:v— és dszﬁ
X N

wi(d, +d,)=sAx + xAs
Osszefliggéshez jutunk. Ezek alapjan az (5)
rendszer a kovetkezoképpen irhato at:

jeloléseket a

Ad, =0,
ANy +d, =0, (6)
d,+d;=p,,

3
ahol p, = v;v és A :lAdiag(ﬁj.

2v° —e u %
Tetsz6leges & vektor esetén diag($) azt a
diagonalmatrixot jeldli, melynek féatlojan a
vektor elemei talalhatoak, az eredeti
sorrendben.

A centralis uttdl valo tavolsdg mérésére

lef _ 1]jv=’

v—v
2 2

a  O(x,su)= > o

jelolést

hasznaljuk, ahol |||| az euklideszi normat

jeloli. Az algoritmus a kovetkezOképpen
hatarozhat6 meg.

1. algoritmus. Legyen ¢ >0 a pontossagi
paraméter és 0<0<1 a redukcios
paraméter. Tovabba, legyen 0< p<1.
Feltételezziik, hogy a belsé pont feltétel
fenndll az (xo, yo,so) kezdeti pontokra,

o TS, x50 e
és v = >—

S u’ N2

x=x" y=y" s=s" u=u';
while x"s > ¢ do begin
u=(1-0)u
p=min{min{x;s; :1<i<n},u};
meghatdarozzuk a (Ax, Ay, As) -t

ap :min{—izmi <0,1£i£n};
Ax;

ap =min{ap,l};

ap :min{—i:Asi <0,1Si£n};
As;
ap =min{ap,l};
X=X+ popAx;
y=y+paphy;
s =5+ papAs;
end
end.
Megjegyezziik, hogy a fenti algoritmusban
a p paraméter megvalasztasa eltér a

szokasos rovid 1épéses modszerektdl. Ezt a
modositast az  indokolja, hogy a
e
7

algoritmus soran.

V> feltételnek teljesiilnie kell a teljes

4. Numerikus eredmények

A Dbevezetett algoritmus hatékonysagat
egy, a C++ programozasi nyelvben irt,
alkalmazassal teszteltiik.

1. tablazat. MPS formatumban megadott

feladatok méretei
Feladat Sqrok Oszlyopok
szama szama
afiro.mps 27 32
sc50a.mps 50 48
sc105.mps 105 103
sc205.mps 205 203

A Netlib konyvtar szabvanyos MPS
formatumban megadott feladataira futtattuk
a programot [9]. A kovetkezd kezdeti
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értékekkel dolgoztunk: 8=0.1, p=0.95,
£=0.0001, £°=1¢ x"=)"=s"=¢. A
feladatokra vonatkoz6 méreteket az 1.
tablazat tartalmazza.

A 2. tablazatban az egyes feladatok
belsdpontos iteracidinak a szamat mutatjuk
be. Mindkét esetben az 1. algoritmussal
dolgoztunk, az elsé oszlop az eredeti, a
masodik pedig a modositott keresési
irannyal meghatarozott algoritmusra
vonatkozik. Az altalunk javasolt modositott
iranyokat az (5) rendszer alapjan adjuk
meg. Az eredeti iranyok esetén az (5)
rendszer harmadik egyenlete az alabbi
moddon irhatd: sAx + xAs = e — xs.

2. tablazat. Eredmények

Feladat Iteréci(’)s;ém Iteraciészam
(eredeti) (modositott)
afiro.mps 20 33
sc50a.mps 36 35
sc105.mps 66 44
sc205.mps 130 56

A tablazat alapjan azt a kovetkeztetést
vonhatjuk le, hogy a feladattdl fliggden,
vannak olyan esetek, amikor a moddositott
algoritmus jobb eredményeket szolgaltat,
mint az eredeti.

5. Kovetkeztetések

Ebben a cikkben egy 1 linearis
optimalizalasra  vonatkozd  belsOpontos
algoritmust vezettiink be. A centralizalasi
egyenleten egy U0j ekvivalens atalakitast
végeztiink el, ezaltal uj keresési iranyokat
hataroztunk meg. Az algoritmust egy C++
programozasi nyelvben irt alkalmazassal
vizsgaltuk kiilonbdzé MPS formatumban
megadott feladatokra. Az eredmények
alapjan arra a kovetkeztetésre jutottunk,
hogy az 0j algoritmus bizonyos esetekben
hatékonyabban miikodik, mint az eredeti
keresési iranyokra épiild6 modszer. Az
iteraciok szdmara vonatkozd alaposabb
elemzés a feladat jellegétdl, a bemeneti

126

paraméterektdl, illetve a kezdeti pontoktol
fliggben, egy jovoObeli kutatds targyat
képezheti.
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