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Abstract

This paper presents a method used in the realistic representation of the zero-frequency eigenmodes of
an underdetermined structure, developed by our team. These structures are mechanisms, in fact, so this
method may form the basis of a new one used in the analysis of the mechanisms.
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Osszefoglalas

A dolgozat célja annak az eljarasnak a bemutatdsa, amelyet aluldeterminalt szerkezetek zérus frekven-
cigju sajatmodjainak valdsaghii dbrazolasara fejlesztettiink ki. Mivel e szerkezetek tulajdonképpen
mechanizmusok, a bemutatott eljarast tovabbfejlesztve, az, egy, a mechanizmusok pozicio-elemzésére

alkalmas modszerének alapjat képezheti.

Kulcsszavak: mechanizmus, sajatmod.

1. Aluldeterminalt végeselemes
modellek

Egy végeselemes-program megalkotasa
kozben felvetddott az aluldeterminalt szer-
kezetek felismerésének az igénye, illetve az
a kdvetelmény, hogy ha a szerkezet mégis
aluldeterminalt lenne, akkor 4abrazoljuk
annak a zérus sajatmadjait.

Az ilyen szerkezetek csuklos mecha-
nizmust alkotnak, azonban annak egyszeri
tamaszai csuszkaként miikodhetnek. A

szakirodalom  ajanl  néhany  eljarast
(Csebisev, Kutzbach, Griibler), amelyek
egy mechanizmus szabadsagfokainak Kki-
szamitasara alkalmasok, azonban meg is
jegyzi, hogy bizonyos esetekben ezek al-
kalmazasaval téves kovetkeztetésekre jutha-
tunk. Konkrétan: megtorténhet, hogy a sza-
badsagfokok szama e kritériumok alapjan
nulla lenne és levonhatnank azt a téves ko-
vetkeztetést, hogy egy stabil szerkezettel
van dolgunk, holott egy mechanizmussal
allunk szemben. E kritériumokat tehat in-
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kabb csak annak a tesztelésére hasznalhat-
juk, hogy meggy6z6dhessiink arr6l, hogy
egészen biztos mechanizmussal allunk
szemben, de arra nem, hogy barmely eset-
ben biztonsagosan megallapithassuk a szer-
kezet stabil voltat.

A szakirodalomban sokfajta eljaras léte-
zik a mechanizmusok pozicid-analizisére,
az [1] szakirodalmi hivatkozas pl. 21, egy-
mastol kiilonb6z6 alapelven nyugvo megol-
dast sorol fel.

Mivel eleve egy végeselemes modelle-
zéssel foglalkozd program fejlesztésérol
van sz0, megprobaltunk olyan megoldaso-
kat keresni, amelyek a program adat-
strukturajahoz és jellegéhez igazodnak.

2. Kozelités sajatvektorokkal

Az elsé lehetséges és kiprobalt megol-
das a sajatmodd-analizis lenne, mint egy
ujabb, huszonkettedik lehetéség. Ez az elja-
ras a zérus-modok kiszamitasara alapoz.
Amennyiben a tanulmanyozott szerkezet
diszkretizalasa soran n csomoéponthoz ju-
tunk, csomopontonként pedig 7, szabadsag-
fokot definialunk (két dimenzidban példaul
az x és y iranyu elmozdulasnak megfelelden
kett6t), akkor egy Osszesen N =n-n, di-

namikai szabadsagfoki modellhez jutunk.
Ha ez egy stabil szerkezet stabil modellje,
akkor annak N nem-zéré frekvenciaju sa-
jatmoddja van. Ha viszont zéro sajatfrekven-
ciagju moédokhoz jutunk, akkor azok a mec-
hanizmust alkot6 instabil szerkezet olyan
mozgasformainak felelnek meg, amikor
annak szabadsagfokai kozil csak egyet ha-
gyunk szabadon és a tobbit rogzitjiik.

E moédszer eldnye akkor mutatkozna
meg, ha amugy is sajatmod-elemzést sze-
retnénk elvégezni, ugyanis ilyenkor nincs
sziikség kiilon szamitasokra. Van azonban
egy nagy hatranya is: a sajatmod-analizis
linearis viselkedést feltételez, egy bizonyos
pozicidban végzett kis amplitidoju rezgé-
sekrél, elmozduldsokrol nytjt informaciot,
a mechanizmusok pedig a nagy elmozdula-
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sok miatt geometriailag nem-linedris szer-
kezetek. Erre ratevédik az a tény is, hogy a
végeselemes analizisben a csomopontoknak
rendszerint nincs rotacios szabadsagfokuk,
ami miatt az elfordulas, mint mozgasforma,
csak a pontok elmozduldsainak eredménye-
ként johet létre. Példaul, ha két dimenzio-
ban dolgozunk és egy rogzitetlen testet ta-
nulmanyozunk, akkor annak harom szabad-
sagfoka van €s, a szamitasok eredménye-
ként, harom zérus modhoz jutunk. E harom
mod sajatvektorai a csomopontok vizszintes
és fiiggbleges iranyu elmozdulasaiként ha-
rom mozgasformat definidlnak, azonban
azokbol pl. a Gram-Schmidt eljaras alkal-
mazasaval sem nyerhetjiik ki az elméletileg
elvart két merdleges iranyu elmozdulas —
abra sikjaban torténd elfordulas sajatmddo-
kat, a rotacids szabadsagfokok hidnya miatt.

3. A merevsagi matrix médszeré-
nek adaptalasa

A masodik, altalunk kidolgozott és al-
kalmazott eljaras azon az észrevételen ala-
pul, hogy az aluldeterminalt szerkezet me-
revségi matrixa szingularis, inverzének ki-
szamitdsa sordn a féatldjan zérok jelennek
meg — mondhatjuk, hogy a rogzitetlen sza-
badsagfokoknak megfeleld helyeken.

A szakirodalomban fellelhetd egy, valo-
szinlileg a kovetkezékben bemutatotthoz
hasonlito eljaras [2] — hogy mennyire ha-
sonlo, azt nem tudjuk, mert az idézett cikk
csak pénzért érhetd el, tehat kdvetkezzék itt
a miénk, ingyen.

A merevtest-elmozduldsok vizsgalata
soran folosleges a diszkretizalt szerkezet
merevségi matrixaval dolgoznunk, ugyanis
a merevtest-elmozdulés soran a szerkezetet
alkoto alkatrészek (a mechanizmus tagjai)
nem szenvednek rugalmas alakvaltozast.
Esszeribb lenne a mechanizmus tagjait
egymashoz kapcsolodo végeselemeknek
tekinteni. Ezek a tagok azonban tetszdleges
szamu pontban illeszkednek egymashoz és
az aljzathoz, tetszéleges szamu végeselem
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pedig nem létezik. Eppen ezért a szerkeze-
tet radelemekre osztjuk, a kdvetkezé mo-
don: ha a mechanizmus egyik tagja n cso-
moépontban illeszkedik a tdbbihez és az
aljzathoz, akkor pl. a  Delaunay-
algoritmussal egy haromszoghaldt épithe-
tink annak csomopontjaira, amelynek az
¢lei egy determinalt racsszerkezetet defini-
alnak. Ha viszont nem akarunk a Delaunay-
halozassal bibelédni, akkor minden csomo-
pontot minden csomoéponttal Osszekotve
egy csillagsokszog alaku, szupradeterminalt
racsos szerkezetet alkotd modellhez jutunk,
bevallalva a nagyobb szamu elem megjele-
nésével jaro tobblet-munkat. A modell sza-
badsagfokainak szama nem valtozik meg, a
mechanizmust modellezd szerkezet merev-
ségi matrixa mindkét esetben ugyanakkora
marad.

Egy mindkét végén csukloval illeszkedd
radelem merevségi matrixaban k=E-A/L
formaji tagok vannak, kétdimenzios eset-
ben példaul [3]:

k0 -k O

k] = 0 0 0 O 0
-k 0 0
0 0 0 O

Ezek a radelemek ugyan egy valodi
szerkezet modellezése soran keletkeznek,
azonban most lényegtelen a merevségiik
tényleges értéke, mivel a terheletlen mec-
hanizmus mozgasat vizsgaljuk. gy elfo-
gadhatjuk pl. azt, hogy az E-A szorzat
értéke egységnyi (a SI-ben a mértékegysége
N lenne), L pedig a rudak tényleges hossza
(a csomopontok tavolsaga), m-ben.

A rudelem végpontjainak koordinataival
kiszamithaté annak a vizszintes tengellyel
bezart « szoge, amelynek s szinuszaval és ¢
koszinuszaval meghatarozhato a

c s 0 O

(o I @
0 0 ¢ =
0 0 —s ¢

transzformacidés matrix, amely a ridelem-
nek a globalis koordinata-rendszerben érvé-
nyes

[k1=[T1"-[k]-[T] G)

merevségi matrixadhoz vezet. A radelemek
ilyen modon transzformalt merevségi mat-
rixaival megkapjuk a racs-szerkezet [K]
merevségi matrixat.

E matrix [K]"
eliminacioés modszerrel, teljes pivotalassal
probaljuk meghatarozni. E pivotalas soran
az i és j szabadsagfokoknak megfeleld so-
rok ¢és oszlopok felcserélésével az éppen
normalizalni kivant i helyzetbe a fdatlon
levé, még nem normalizalt legnagyobb j
elemet hozzuk be, az elvégzett csereberék
szamontartasa mellett. E folyamat végén, ha
a matrix szingularis volt, akkor az utolso m
foatlon levé elem nulla lesz. E sorok nor-
malizaldsa emiatt nem lehetséges, igy a
merevségi matrix inverzét nem tudjuk ki-
szamitani, de erre nincs is sziikség: a sza-
munkra hasznos informacié abban all, hogy
melyek azok a szabadsagfokok, amelyek
rogzitetlen volta miatt a szerkezetiink mec-
hanizmusként viselkedik.

Ezutan ezeket a szabadsagfokokat rog-
zitjiik: m—1 szabadsagfok esetében zérus,
a maradék szabadsagfok esetében pedig a
D, =6 elmozdulas eldirasaval, ahol o érté-

inverzét a Gauss-

két nullatol kezdve fokozatosan és kis 1épé-
sekben valtoztatjuk a mechanizmus keresett
pozicidinak megfelelden. Az elmozdulasok
ilyen modon torténd eldirasaval a szerkezet
determinaltta valik, az egyensulyat pedig az

F K
{{ C}H[ ] [KeeJH{Dn}} "
£y K] [K,1] (D}
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formaban particionalt linearis egyenletrend-
szer irja le, ahol az ,,¢” index az eldirt, az
»1” pedig az ismeretlen mennyiségekre
vonatkozik, ahol {F,} csak zérusokat tar-
talmaz (mert egy terheletlen, mechanizmus-
ként mikodé szerkezet mozgasformait
vizsgaljuk) és az esetek tobbségében {D,}
legtobb eleme is nulla (kozottik van a &
elmozdulas is). A szadmitas a kovetkezo
lépésekbdl allo ciklus ismétlésébdl all,
amely a nagy elmozdulasokbdl fakad6 nem-
linearis jelleg miatt sziikséges:

- a végpontoknak az el6z6 1épésben ki-
szamolt elmozdulasokkal aktualizalt hely-
zetének megfeleld koordinataival elemen-
ként meghatarozzuk az o szdget és azzal a
[T] transzformaciés matrixot, ez utdbbival
pedig az elemnek az éppen aktualis helyze-
tében érvényes [k'] merevségi matrixat. E
matrixokkal felépitjiik a szerkezet [K] me-
revségi matrixat;

- a particionalt merevségi matrix megfe-
lelé tagjaival kiszamoljuk az el6irt elmoz-
dulasokbol szarmazo

¥} =K, 11D, )

Osszetevoket, amelyeket kivonunk az eldirt
er6k amugy zérus {F,} vektorabdl. E terhe-
léssel a

=K, 1-{D,} (6)

egyenletrendszer megoldasaval kiszamoljuk
az ismeretlen {D,} elmozdulasokat;

- mivel az elmozduléasok egy terheletlen,
adott pozicidban rogzitett mechanizmus
csomopontjainak helyzetéhez kellene ve-
zessenek, valdjaban az {F*} erdk nullak
kellene legyenek: ezek az erdk csak akkor
lesznek nulldk, ha az adott pozicidban a
mechanizmus tagjai (a radelemek) nem
szenvedtek  alakvaltozast. ~Amennyiben
{F*} tagjai nem elhanyagolhatéan kicsik,

akkor a {D,} elmozdulasokkal aktualizal-
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juk a csomodpontok helyzetét és megismé-
teljiik az iterativ folyamatot.

4, Kovetkeztetések

Megtorténhet, hogy egy adott pozicio-
ban a folyamat nem konvergal: ez azt jelen-
ti, hogy ez az elmozdulds nem kompatibilis
a mechanizmus elmozduldsaval, tGlmutat
annak valamelyik holtpontjan. Ilyenkor &t
ellenkez6 iranyban valtoztatva ugyanazo-
kon a helyzeteken keresztiil visszafele ha-
ladnank, tehat ilyen modon a mechanizmus
teljes ciklusat nem tudjuk feltérképezni —
ehhez az algoritmust modositani kellene,
azonban a kitlizott cél a zérus sajatfrekven-
ciaju sajatmodok valosaghti abrazolasa volt
és erre az algoritmus ebben a formdjaban is
megfelel.

1. dbra. Egy szabadsagfoki szerkezet sajatmod-
Jja, ahogyan az altalunk kidolgozott modszer-
rel abrazoltuk (balra), illetve ahogyan azt a
klasszikus  sajatmod-szamitas — visszaadja
(jobbra). A szerkezet réogzitéséhez sziikséges
hianyzo kényszert a satirozott haromszog je-
loli.
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